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10.1 问题引入

10.1.1 问题介绍

2 维举例：给定所示不同灰度的点（如左图），如何计算出一个完整的图像（如右图），在每一个点插入
对应灰度值？

图 10.1: 对灰度点插值得到完整图像

10.1.2 形式化描述

给定一组对应于标量数据值 {v1�...�vn} 的 N 维数据点 {ppp1�...�pppn}，计算定义在 N 维空间上所有点的函
数 f(ppp) : RN → R 满足 f(pppi) = vi, 对于 i = 1, 2, ..., n.

定义 10.1 插值 在一组已知数据点的范围内添加新数据点的方法。

可以使用插值来填充缺失的数据、对现有数据进行平滑处理以及进行预测等。
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10.1.3 应用举例：表面重构

10.1.3.1 描述

大多数情况下，我们将真实世界的 3D 对象捕获为对象表面上的数据点云，然后使用算法重建它。为了
便于讨论，我们考虑 2D 情况，其中点云由蓝色点突出显示，我们需要连接其形成闭合曲线。

图 10.2: 2 维点云

一个直接的想法：将点云中的每个点视为强度为 0 的数据点。我们只需要找到插值函数 f(ppp) : R2 → R
满足对于所有 pppi 点，有 f(pppi) = 0. 但存在一个平凡解为常值函数 f(ppp) ≡ 0，任何算法都可能得出这个
我们并不关心的解。为避免这种情况，我们在要重建的曲线外部或内部的位置添加一些具有正或负强
度的人工数据点。

10.1.3.2 插值

对于每一个给定的 pppi, 根据初始点云能够计算得到对应的向外单位法向量 n̂nni，我们在 pppi + dn̂nni 位置构
造绿色数据点带有强度 d，在 pppi − dn̂nni 位置构造红色数据点带有强度 −d。附加约束强制插值函数 f(ppp)

在曲线内变为负，在外部变为正，此时 f(ppp) = 0 即为连接原始点云的闭合曲线。
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图 10.3: 插值重构

上述想法可以自然推广到三维的情况，得到插值函数之后，利用一些软件即可重构出目标表面。

图 10.4: 3 维插值重构

从而问题的核心在于得到合理的插值函数。对于插值函数，我们主要关注它的光滑性和低振荡性，这两
点对于直觉上的美观和实际应用上来说都是至关重要的。接下来我们将介绍三类不同的插值函数。
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10.2 分段线性插值 (Piecewise linear interpolation)

10.2.1 一维情况

10.2.1.1 两个数据点

考虑简单的情况，若仅有两个分布在一维的数据点和对应强度值：(P1, v1), (P2, v2)。自然的插值函数是
将两点连线如图所示：

图 10.5: 1 维简单情况

可以将插值函数表示为:

f(ppp) =
ppp2 − ppp

ppp2 − ppp1
v1 +

ppp− ppp1
ppp2 − ppp1

v2 = f1(ppp) + f2(ppp)

10.2.1.2 多个数据点

对于多个数据点的情况，我们可以将每两个相邻的点做线性插值，最后连接得到一条折线，类似上述表
示形式，我们定义钟形函数（bump function) 如下：

定义 10.2 bump function

fi(ppp) =


ppp−pppi−1

pppi−pppi−1
vi if i > 1 and ppp ∈ [pppi−1, pppi),

pppi+1−ppp
pppi−pppi−1

vi if i < n and ppp ∈ [pppi, pppi+1],

0 otherwise

对于所有 ppp ∈ [ppp1, pppn].
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注意对于边界点 (ppp1 和 pppn) 而言，对应钟形函数只在一段区间内非零，而对于任意内部点，对应钟形函
数均有两段取值非零区间。利用钟形函数，对于多个点我们得到的插值函数可以表示为:

f(ppp) =
n∑

i=1

fi(ppp)

图 10.6: 1 维多数据点情况

10.2.1.3 改进策略

上述得到的插值函数即为将所有相邻点直接连接得到的折线，（除非恰好斜率相同）在每一个分界点
（即原数据点）处均不光滑，其中一个原因是每一段函数均只利用了相邻两个点的信息。一个自然的推
广是，每次利用相邻三个点的信息构造插值函数，即利用

f(ppp) =
(ppp− ppp2)(ppp− ppp3)

(ppp1 − ppp2)(ppp1 − ppp3)
v1 +

(ppp− ppp1)(ppp− ppp3)

(ppp2 − ppp1)(ppp2 − ppp3)
v2 +

(ppp− ppp1)(ppp− ppp2)

(ppp3 − ppp1)(ppp3 − ppp2)
v3

构造插值函数。相比仅利用两个点的线性插值，得到的插值函数光滑性得到了一定程度的改善 (每三个
点的中间点保证光滑）。

但是在分界点仍然不光滑，可以预料，按照上述方法即使扩展到考虑每 k 个相邻点，在分界处仍然会
不光滑，并且计算代价也大为提升。

10.2.1.4 三次样条插值 (Cubic Interpolation)

为了得到一个光滑的插值函数，在此我们介绍名为三次样条插值的方法。该方法的核心思想是，每次利
用相邻四个点的信息，但仅用来构造中间两个点之间的插值函数，从而使得每段插值函数之间仍能保
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图 10.7: 3 近邻插值

持光滑性。
考虑依次序排列的四个点 (p0, p1, p2, p3),我们将利用这四个点的信息构造连接 p1 和 p2 的插值函数，以
参数方程记为 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d，x ∈ [0, 1], 即有 f(0) = p1,f(1) = p2(为简单起见，此处用 pi

表示对应点的强度值，请注意区分）。显然该方程的导数 f ′(x) = 3ax2 + 2bx+ c 在 [0, 1] 间连续。为确
定四个参数我们需要四个方程，其中两个是 f(0) = p1,f(1) = p2 已知，我们应当利用剩下两个方程使
得构造得到的插值函数满足在分界点光滑，一个简单的想法是考虑下列四个方程：

f(0) = p1

f(1) = p2

f ′(0) =
p2 − p0

2

f ′(1) =
p3 − p1

2

简单验证即可得到满足上述方程的插值函数能够满足在相邻点保持光滑性的要求。解之，得到

a = −1

2
p0 +

3

2
p1 −

3

2
p2 +

1

2
p3

b = p0 −
5

2
p1 + 2p2 −

1

2
p3

c = −1

2
p0 +

1

2
p2

d = p1

最后得到的插值函数每段形如：

f(p0, p1, p2, p3, x) = (−1

2
p0 +

3

2
p1 −

3

2
p2 +

1

2
p3)x

3 + (p0 −
5

2
p1 + 2p2 −

1

2
p3)x

2 + (−1

2
p0 +

1

2
p2)x+ p1

相比于每次考虑 3 个相邻点的插值函数，光滑性得到了进一步改善。

注意到三次样条插值实际上无法构造出第一段和最后一段插值函数的合理取值，这可以由别的方法补
充完整。事实上，三次样条插值虽然保证了插值函数的一阶光滑性，但是并不能保证二阶以及更高阶的
光滑性（可以利用类似的想法直接构造出二阶光滑的插值函数，但是计算复杂度会有质的变化）。
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图 10.8: 三次样条插值

10.2.2 二维及高维情况

为了将线性插值应用于高维的情况，我们需要将数据点细分成多个小的区域，并在每一个小区域中应
用线性插值的方法。对于二维的情况，我们首先将数据点分割为一个一个三角形。对于每一个三角形区
域，我们先利用一维的线性插值方法计算出两点之间连边的强度值，并利用边上一点和顶点进一步计
算每一个三角形内部点的强度值从而得到整个二维区域的强度分布。

图 10.9: 二维插值

上述方法可以自然推广到三维及以上，但是一个问题是最后得到的强度分布会依赖于我们分割三角形
的方式，从而导致解法的不确定性。下图展示了两种不同三角形分割方式下得到的强度分布。

多解性（或者说歧义性）是线性插值方法的一个固有弊端。事实上我们只需要知道，线性插值具有简单
直接的特点，但是往往不够光滑。我们需要得到性质更加优越的插值函数。
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图 10.10: 多解性

10.3 Shepard 插值（Shepard’s Interpolation）

定义 10.3 Shepard 插值
给定数据点（data points）{p1, . . . ,pn} 及数据值（data values）{v1, . . . , vn}，选择钟形函数为

fi(p) =
(∥p − pi∥−α)∑n
j=1(∥p − pj∥−α)

vi

则关于这组数据点和数据值的 Shepard 插值函数为

f(p) =
n∑

i=1

fi(p)

其中 ∥·∥ 是欧氏距离且 α > 0.

定理 10.4 Shepard 插值函数是对数据点 {p1, . . . ,pn} 及数据值 {v1, . . . , vn} 的插值函数.

证明：
当 p → pi 时，

fi(p) =
(∥p − pi∥−α)∑n
j=1(∥p − pj∥−α)

vi =

(
1−

∑
k ̸=i(∥p − pk∥−α)∑n
j=1(∥p − pj∥−α)

)
vi → vi.

当 p → pj 时，

fi(p) =
(∥p − pi∥−α)∑n
j=1(∥p − pj∥−α)

vi → 0.

故 f(p) 满足对于任意 i = 1, 2, . . . , n 都有 f(pi) = vi.

相比于分段线性插值（piecewise linear interpolation），Shepard 插值具有如下优点：

• 更加光滑，在 α > 1 时插值函数一阶可导；
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• 插值函数的定义域不受给定数据点的限制，可以外推到全空间。

但 Shepard 插值的缺点在于，插值函数在数据点处的一阶导数为 0，这使得计算出的插值函数不够平
滑，因此我们引入了径向基函数插值。

图 10.11 一维情形下的 Shepard 插值结果。左图为在 p3 处的钟形函数，
右图中的黑色曲线为 Shepard 插值函数。

10.4 径向基函数（Radial Basis Functions）

定义 10.5 径向核函数（radial kernel）
给定径向函数 ϕ : [0,∞) → R，赋范向量空间 (V, ∥·∥) 及点 c ∈ V，称 ϕc(x) := ϕ(∥x− c∥) 为一个以 c

为中心的径向核函数.

定义 10.6 径向基函数（radial basis function，RBF）
给定径向函数 ϕ : [0,∞) → R 和赋范向量空间 (V, ∥·∥)，集合 {ϕc|c ∈ V } 被称作一组径向基函数，如果
对于任意点集 (ci)

n
i=1，满足 ϕc1 , · · · , ϕcn 线性无关，且矩阵

A =


ϕ(∥c1 − c1∥) · · · ϕ(∥c1 − cn∥)

... . . . ...
ϕ(∥cn − c1∥) · · · ϕ(∥cn − cn∥)


是可逆矩阵.

一些常用的径向函数包括:

• 高斯函数（Gaussian）: ϕ(r) = e−ϵr2

• 多二次函数（multiquadratic）: ϕ(r) =
√
1 + ϵr2

• 逆二次函数（inverse quadratic）: ϕ(r) = 1
1+ϵr2

• 薄板样条（thin plate spline）: ϕ(r) = r2 ln r
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• 多重调和样条（polyharmonic spline）: ϕ(r) =

{
rk k = 1, 3, 5, · · ·

rk ln r k = 2, 4, 6, · · ·

定义 10.7 径向基函数插值
给定数据点 {p1, . . . ,pn} 及数据值 {v1, . . . , vn}，取钟形函数为 fi(p) = ϕ(∥p−pi∥)ci，并选取 ci 使得
f(pi) =

∑n
j=1 fj(pi) = vi 对于 i = 1, 2, . . . , n 都成立，即 ci 是如下线性方程组的解：

Ac = v

其中

A =


ϕ(∥p1 − p1∥) · · · ϕ(∥p1 − pn∥)

... . . . ...
ϕ(∥pn − p1∥) · · · ϕ(∥pn − pn∥)


c = [c1, · · · , cn]T

v = [v1, · · · , vn]T

则关于这组数据点和数据值的 RBF 插值函数为

f(p) =
n∑

j=1

cjfj(p)

由于选取的这些径向基函数在更少的地方一阶导数为 0，因此 RBF 插值的结果比之前所介绍的两种插
值的结果要更加平滑。下图给出了使用三重调和样条和高斯函数在一维情形下的 RBF 插值结果。

图 10.12 一维情形下的 RBF 插值结果。(a)(b) 为使用三重调和样条的插值结果，
(c)(d) 为使用高斯函数的插值结果。
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10.5 再现多项式

10.5.1 问题引入

径向基函数已经解决了光滑和震荡的问题，但是在有些方面还存在不足。比如考虑一维情况，我们的数
据点是从一些简单的函数上采样得到的，但用径向基函数插值得到的函数比原函数复杂很多。

图 10.17 ，第一行是从简单函数采样，从左到右依次是常值函数，线性函数，二次函数，第二行是选
取某个 RBF 插值的结果。

10.5.2 加入多项式项

一个自然的想法就是在之前的径向基函数前加上一个多项式项来增强表达能力。新的径向基函数如下:

f(p) = g(p) + Σn
i=1fi(p)

其中，g(p) 是最高次为 k 的多项式，k 的选取与希望重现的多项式有关。一般地，g(p) 可表示成：

g(p) = Σl
i=1aimi(p)

其中，mi(p) 是 p 的坐标分量的次数不超过 k 的单项式，ai 是待定的参数
例如，二维情况，px, py 是点 p 的两个坐标分量，则
常值多项式：

g(p) = a0

二次多项式：

g(p) = a0 + a1px + a2py + a3p
2
x + a4p

2
y + a5pxpy
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10.5.3 新的约束

引入多项式项后，增强了径向基函数的表达能力，但多项式系数带来了更多的未知数，需要找到新的约
束条件。
这里，我们为每个单项式加上一个正交约束：

Σn
i=0cimj(pi) = 0, forj = 1, 2, ..., l

于是，需要求解的线性方程组如下： [
A M

MT 0

][
c

a

]
=

[
v

0

]

其中，

M =


m1(p1) · · · ml(p1)

... . . . ...
m1(pn) · · · ml(pn)

 , a =
[
a1 · · · al

]T

插值之后效果如下：

图 10.18
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10.6 基于径向基函数的三维物体重建和再现

10.6.1 引言

径向基函数的插值可以应用于通过激光扫描得到的点云数据重建三维物体的表面，并生成网格和填补
缺失数据区的空洞。
在之前的论文中，有人实现了这一点，但是由于计算复杂度和存储空间不够好，只适用于较小数据规模
的重建。这篇论文先形式化定义了重建问题，再介绍了几种加速方法和处理噪声的方法，最后展示实际
应用。

10.6.2 形式化问题

即寻找一个函数 f，其隐式定义了一个表面 (函数值为 0 的点组成的集合)，且满足采样点的函数值为
0。

10.6.3 加速方法和去噪

10.6.3.1 快速方法

实际应用中不需要无限精度, 于是在允许一定精度误差的条件下, 可以用另一篇论文中提到的快速方法
进行加速计算。
首先, 我们寻找函数时允许采样点的函数值不需要精确地等于 0, 而是在 0 的某个邻域内, 对于不同的
采样点可以选取不同的精度要求。
其次, 在得到函数之后, 我们进行重采样生成表面三角形网格时, 不需要选取函数值精确等于 0 的点, 而
是允许重采样点的函数值在 0 的某个邻域内。
下图就是对这种允许误差存在的方法的形象描述:
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图 10.19

10.6.3.2 中心点的减少

算法的复杂度与中心的个数有关, 自然地想到减少中心点以加速计算。这里采用贪心算法, 先取所有采
样点的某个子集, 进行插值, 如果剩下的点的函数值在在 0 的某个邻域内, 则认为找到了足够好的函数,
否则加入一部分点, 重复上述步骤。

10.6.3.3 处理噪声

激光扫描数据通常是多次扫描后拼合得到的, 容易产生冗余和缺失。噪声问题的处理方法是, 引入一个
光滑参数 ρ, 需要求解的线性方程组变成:

[
A− 8NϕρI M

MT 0

][
c

a

]
=

[
v

0

]
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10.6.4 实际应用

图 10.20 最左图是点云数据, 从左往右是贪心算法逐渐增加插值的采样点后的效果。

图 10.21 左图是点云数据, 可以看到存在数据缺失区。中图是用引入光滑参数后的效果图。右图是展
示插值计算得到的 RBF 函数, 颜色越深函数值越大。

图 10.22 左图是精确插值的结果, 中图和右图展示修改光滑参数 ρ 带来的效果。
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10.7 基于不同规模局部径向基函数对 3D 散点的表面重建的办法
[OBS03]

10.7.1 引言

使用径向基函数（RBF）对散乱数据插值或拟合的方法被广泛使用。但使用局部还是全局径向基函数
仍是一个艰难的选择。

• 局部 RBF：支配集半径为有限值 σ。计算更简单且快速，局部细节能更好保存，但对点的密度会
更敏感。

• 全局 RBF：支配集可为整个欧式空间。计算更复杂且慢，但在修复不完整数据上更有用。

我们可以用一种层次结构在不同层用不同半径的 RBF 进行插值，以实现对表面从粗糙到精细的刻画，
将局部与全局的优势集于一身。

10.7.2 单层插值

问题描述与之前相同：给定点集 P = {pi|1 ≤ i ≤ n}，每个点 pi 上存储有法向量 ni 指向平面外部，我
们需要用一个函数 f 插值点集中的点以重建平面。

在层次结构中的某一层，我们使用半径固定为 σ 的局部 RBF 之和作为 f 进行插值。f 形式如下：

f(x) =
∑

pi∈P [gi(x) + λi]ϕσ(||x− pi||)

其中：ϕσ(x) = ϕ(x/σ), ϕ(x) = (1− x)4+(4x− 1)

gi, λi 是未知的函数和系数，需要我们依以下的方式确定；ϕ 的函数图像见 10.11：

gi 设定为一个二次函数，其系数需被设为使加权均方误差最小的值，详细公式见下：

gi = arg min
h

∑
(uj ,vj ,wj)=pj∈P

ϕσ(∥pj − pi∥)(wj − h(uj , vj))
2 (10.1)

h(u, v) = Au2 +Bv2 + Cuv (10.2)

其中 A,B,C 是二次函数的系数。如此设计的目的是使 gi 尽可能贴合点 pi 邻域的情况，且距离 pi 越远
的点影响对 gi 影响越小。(u, v, w) 是一个三维直角坐标系，其中 w 与 pi 法向量方向一致，(u, v) 则为
与 w 正交的平面中的任意两个彼此正交的向量。
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为了使 f 能正确地插值 P 内的所有点（即对任意 pi ∈ P，有 f(pj) = 0），需要正确设定 λ1, ..., λn 的
值，而解 λ 即为解线性方程组。当线性方程组系数矩阵正定且稀疏时使用预处理共轭梯度法可高效解
决，详细细节请见 [2].

图 10.11: ϕ

我们仍不知 σ 的大小如何设定。从直觉上讲，σ 应和点密度负相关。因而论文提出一种确定 σ 的算法：
使用八分树的方式将点集划分为 8 个子空间，递归进行，直至某子空间内点数 ≤ 8，此时终止划分，计
算该叶子子空间中的点的直径（两点间最大距离），取 σ 为所有叶子子空间的直径平均值 ∗ c（c 为某
常数）。

10.7.3 多层插值

对全图使用相同半径的 RBF 并不合理：

• 在点稀疏的区域使用过小的半径可能无法实现正常插值。

• 在点秘籍的区域使用过大的半径可能导致局部细节被抹去，且增大计算量。

因而论文提出层次的方法：逐层插值，随着层数增加，点逐渐密集且 RBF 半径逐渐减小。

首先我们建立出不同层次需要插值的多个点集 P1, P2, ..., Pm，其中 Pk 包含八分树第 k 层所对应的最
多 8k 个子空间的质心，用于第 k 层插值。
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σk 为第 k 层插值的 RBF 半径，其中 σk = σk−1/2, σ1 = cL (L 为第一层子空间内点的平均直径，c 为
某常数）

第 1 层的插值和之前无异（即以 σ1 为半径，在点集 P1 上插值），得到函数 f1(x)

第 k 层的插值以第 k − 1 层为基础，在其上做进一步修正，公式如下：

fk(x) = fk−1(x) +
∑

pk
i ∈Pk

[gki (x) + λk
i ]ϕσk

(∥x− pki ∥) (10.3)

而确定 gik 和 λi
k 的方式与单层插值相同。当 σm ≤ σ0 时（σ0 即为依之前算法确定的平均 σ），不再构

建更深的层。层次化方法实例如 10.12所示：
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图 10.12: 第一行：各层点及其半径（为方便可视化，半径已缩小为真实值的 1/5）。后两行：各层插值
出的平面的可视化。


