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降维是将高维度的数据保留下最重要的一些特征，去除噪声和不重要的特征，从而实现提升数据处理

速度的目的。在实际的生产和应用中，降维在一定的信息损失范围内，可以为我们节省大量的时间和成

本。降维也成为应用非常广泛的数据预处理方法。

8.1 主成分分析

PCA(Principal Component Analysis)，即主成分分析，是一种使用最广泛的数据降维算法。PCA 的主

要思想是将 d 维特征映射到 k 维上，这 k 维是全新的正交特征也被称为主成分，是在原有 d 维特征的

基础上重新构造出来的 k 维特征。

对向量 x1, · · · ,xn ∈ Rd 取均值

m =
1

n

n∑
i=1

xi

令 yi = xi − m, Y T = {y1, · · · ,yn}，x 的散度矩阵可以写成

S = Y TY

显然 S 是实对称矩阵，可以正交对角化，有

S = V TΛV

其中 Λ = diag{λ1, · · · , λd}, λ1 ≥ · · · ≥ λd, V = {v1, · · · ,vd}

我们可以用这些特征向量来表示每个向量 x = m + a1v1 + · · ·+ advd，我们还可以只选择前 k 个特征

值对应的特征向量分量。因为前面的特征值 (方差) 比较大，数据在对应的特征向量方向上变化大，我

们可以只选前面比较大的特征值对应的特征向量达到降维的目的。

8.2 Kernel PCA

PCA 有一些不尽如人意的地方，它只能对线性可分的数据进行分类，我们使用核函数将数据映射到高

维空间然后在高维空间进行分类并降维。
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选取映射

Φ : Rd −→ Rd̂

x −→ Φ(x)

继续写出散度矩阵，令 XT
Φ = {Φ(x1), · · · ,Φ(xn)}

C = XT
ΦXΦ

事实上，我们并不需要显式地给出 Φ(x)，我们可以通过利用计算核函数的方法求 C 的特征向量。核函

数

Kn×n := Kij =< Φ(xi),Φ(xj) >

K = XΦX
T
Φ

由于 PCA 需要中心化，我们对它做零均值化，引入

J = In×n − 1n

YΦ = JXΦ

K̄ = YΦY
T
Φ = K − 1nK −K1n + 1K1n

然后对 K̄ 进行 PCA，找出较大特征值对应的特征向量，而且

K̄α = YΦY
T
Φ = λα

Y T
Φ YΦY

T
Φ = λY T

Φ α

可以知道 v = Y T
Φ α 是 C̄ = Y T

Φ YΦ 的特征值为 λ 的特征向量，然而 v 的表达式带有 Φ 我们仍无法写

出，但我们其实关注的是 Φ(yi) 在 v 方向的投影值

vT

||v||
Φ(yi) =

1√
αTYΦY T

Φ α
αTYΦΦ(yi) =

αT

√
λ||α||


K̄(y1, yi)

· · ·
K̄(yn, yi)



8.3 核的选择

8.3.1 一些常用的核

• K(xi,xj) = e−
1

2σ2 (xi−xj)
2

高斯核

• K(xi,xj) = e−γ(xi−xj)
2 RBF 核

• K(xi,xj) = (xi · xj + 1)p 多项式核

• K(xi,xj) = tanh(ηxi · xj + v) sigmoid 核
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8.3.2 普遍情况

虽然这些东西看着都没有问题，好像都可以看作内积，但我们内心还是非常不安，他们真的可以被写成

内积吗？

是的。下面我们用高斯核举个例子，剩下的核也可用同样的方法证明它是核。我们可以对数据的每一维

写出像，总的映射就是他们的直和

K(xi,xj)k = e−
1

2σ2 (xik−xjk)
2

= e
−x2

ik−x2
jk

2σ2 e
xikxjk

σ2 = Φ(xi)
TΦ(xj)k

我们有

e
xikxjk

σ2 =
∞∑

m=0

1

m!
(
xik

σ
)m(

xjk

σ
)m

我们能够得到

Φ(xi)k = e
−x2

ik
2σ2

(
1,

√
1

1!

xik

σ
,

√
1

2!
(
xik

σ
)2, · · ·

)
对更一般的情况，我们有 Mercer 定理

定理 8.1 Mercer 定理：设 K(x, y) ∈ L2(Rd ×Rd) 中的正定函数，那么存在一个函数序列 {φi(x)}∞i=1

使得 K(x, y) =
∑∞

i=1 φi(x)φi(y)，在 L2 范数下收敛。

8.4 多维缩放

8.4.1 定义

定义 8.2 多维缩放 将三维空间中的二维表面转换为二维平面，平面顶点之间的欧几里德距离与表面的
测地线大致相同。

8.4.2 过程

我们可以通过快速行进算法计算给定表面的两个选定点之间的测地距离。

在原始三维空间中提高向量的维数，使高维空间中的欧几里德距离等于 d，以及两个数据之间的距离，

以矩阵 E 表示。然后使用 J 表示 X 为零，对 B = JEJ 做 PCA，X̂ij 为第 j 个数据的第 i 个坐标值。

通常选择少量数据点用于降维，并且通过差分方法映射剩余数据点：尺寸减小平面中 (t，s) 的位置根

据 (v 中的四个点的比例) 确定 (u,v) 平面。
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8.4.3 结果与应用

8.5 方向包围盒

8.5.1 定义

定义 8.3 OBB, 即方向包围盒，总是沿物体的主成分方向生成一个最小的矩形边界框，可以与物体一
起旋转，以便更准确地检测。

8.5.2 应用

|T · L| > |(WAAx) · L|+ |(HAAy) · L|+ |(WBBx) · L|+ |(HBBy) · L|

尝试 L 的四个值（两个矩形的四个方向），如果有一个满足条件，则没有碰撞。
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8.6 Electors Voting for Fast Automatic Shape Correspondence

8.6.1 任务

找到曲线骨架的两组特征节点之间的 1-1 语义对应关系，这两个特征节点在语义上相似但可能在几何

上非常不同。

8.6.2 解决方案

首先，它使用快速修剪测试执行组合搜索，以消除指数级的许多不良对应关系，留下仍然是一大组 (可
能是数千个) 更可靠的对应关系，我们称之为 elector。其次，elector 对个别候选特征对进行投票，以

建立最终的对应关系。

• 空间配置：通过使用 MDS 执行空间嵌入来减轻不同姿势的影响。

• 以节点为中心修剪：

cp =
1

|P |
∑
pi∈P

geo(p, pi)

较大的 cp 值意味着 p 离形状中心更远。如果 (pk, qk) 的中心差异大于阈值，我们会拒绝它们。

• 按路径长度和路径半径修剪：如果满足以下任一条件，我们拒绝 (pk, qk)：

|geo(pk, pj)− geo(qk, qj)|
(geo(pk, pj) + geo(qk, qj))/2

> ϵC ,∀(pj , qj) ∈ Ω

|rad(pk, pj)− rad(qk, qj)|
(rad(pk, pj) + rad(qk, qj))/2

> ϵC ,∀(pj , qj) ∈ Ω
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geo (·, ·) 和 rad (·, ·) 是沿着骨架路径的两个特征节点的测地距离和平均路径半径，并且它们都被

标准化为 [0, 1]。所以模型的大小不变。

• 按拓扑一致性修剪：为了保持类似的本地拓扑结构，我们拒绝 (pk, qk)。

• 投票过程：sij 是所有选择器中 (pi, qj) 对的总出现次数。所有特征对首先按其分数排序，并将具

有最高分数的对迭代地添加到最终对应关系中。
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8.7 非刚性表面匹配

8.7.1 任务描述

处理可变形物体的不同姿势：

• 非刚性曲面的匹配

• 形状检索

8.7.2 测地距离

不同姿势下的物体可视为表面的弯曲。弯曲的良好特性是它不会改变点之间的测地距离。因此，使用测

地距离来描述表面的内在结构是一种自然的方法。

在三角域算法上快速行进：从 N 个点中选择 n 个点。算法可以计算 n 点之间的测地距离，其余部分计

算在 O(nN) 中。

8.7.3 三角化

在给定的表面上有无数的点，我们如何选择？

• 三角形表面。较短的三角形获得更准确的表示。

• 我们从顶点选择一个小子集来提高计算效率。
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• Voronoi 采样：选择过程必须保持表面结构。在每次迭代中，我们选择与所选顶点的其余部分具有

最大测地距离的顶点。

• 最后我们获得了一个 n× n 矩阵的测地距离。

8.7.4 MDS Mapping

• 设置尺寸 m
• Applicate MDS 算法，将顶点映射到 m 维 Euclid 空间

• 获取“签名表面”

8.7.5 匹配

现在我们已经将非刚性曲面的匹配问题转换为匹配的刚性曲面：我们只需要比较由 m 维空间中的坐标

给出的签名曲面。一个简单的方法：让 Mi 成为曲面 Si 的前几个矩的向量，然后将矩 - 距离矩阵 DM

定义为 [DM ]ij =
∣∣∣|Mi −Mj |

∣∣∣2
2

现在 DM 描述了曲面之间的成对不相似性，我们再次应用 MDS，将每个曲面映射到新欧几里德空间中

的一个点，然后应用像聚类，k-最近邻等算法。

8.7.6 结果


