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4.1 谱变换（Spectral Transform）基本知识及应用

4.1.1 介绍

压缩是数据处理领域中一项重要的技术。对于图像压缩，我们有各种不同的方法 (e.g. 奇异值分解、傅里
叶变换等），这部分内容往往被深入探讨。在本节中我们主要介绍一种几何压缩（geometry compression）
的手段——谱变换。我们将首先介绍它在二维形体的应用，并进一步拓展到三维的情况。

4.1.2 拉普拉斯光滑化（Laplacian smoothing）

拉普拉斯光滑化是一个将形体（shape）平滑化的手段。我们从二维的情形出发。考虑二维平面上的一
个由离散点集首尾相连形成的轮廓。我们将相邻每条边的中点两两相连形成一个新的封闭轮廓，并重
复一次这个过程，这就叫做拉普拉斯光滑化。

图 4.1: 拉普拉斯光滑化示意图

记 vi−1 = [xi−1, yi−1]，vi = [xi, yi]，vi+1 = [xi+1, yi+1] 是相邻的三个顶点。则我们经过拉普拉斯光滑
化得到的新的顶点可表示为两次平均的过程：
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同时我们定义 vi 处的一维离散拉普拉斯算子（1D discrete Laplacian）δ(vi)：

δ(vi) =
1

2
(vi−1 + vi+1)− vi

4-1



4-2 专题 4：谱变换

注意到

v′
i = vi +

1

2
δ(vi)

4.1.3 一维信号与谱变换

图 4.2: x 可以被看作在圆上均匀采样的一维信号

重新回到这个问题，现在，我们将点集的所有 x 坐标用 x 表示，即 x = [x1, x2, · · · , xn]，同理记 y =

[y1, y2, · · · , yn]。注意到所有顶点是首尾相连的，所以进一步，我们可以将 x 视为周期性的离散一维信
号，如图所示。
利用这个记号，现在我们可以用矩阵形式表示一维离散拉普拉斯算子：
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进一步，拉普拉斯平滑化即为对信号 x 施加平滑化算子，即 x′ = Sx，其中 S = I − 1
2
L。

为了分析拉普拉斯平滑化的性质，我们可以分析矩阵 L 的特征值和特征向量（注意，这些特征向量同
时也是 S 的特征向量）。由于 L 是实对称矩阵，所以我们可以对它进行特征值分解，并找出一组单位
正交基 e1，e2，...，en。记 E = [e1, e2, ..., en]，我们可以将 x 表示为这些特征向量的线性组合：

x =

n∑
i=1

x̃iei = Ex̃

由于 E 是正交矩阵，所以有

x̃ = E⊤x

这种对原信号 x 进行的转换就被称为谱变换。
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4.1.4 信号压缩与平滑化

在本节我们将利用二维形体的例子给出谱变换的两个应用。
之前我们已经分析过，随着特征值增大，相应的特征向量的“频率”变高。那么一个很自然的想法是通
过截断式地舍去高频信息以达到信号压缩的目的。
只保留前 k 个参数，我们得到的重建信号为

x(k) =
k∑

i=1

x̃iei

我们可以通过衡量 x 和 x(k) 之间的欧式距离（l2 误差）以定量描述信息的损失：

||x − x(k)|| = ||
n∑

i=k+1

x̃iei|| =

√√√√ n∑
i=k+1

x̃2
i

图 4.3: 利用前 k 个参数完成的形体重建

回忆一下，本章我们是从拉普拉斯光滑化进行引入的。那么，如果对一个形体重复做 m 次拉普拉斯光
滑化，利用我们介绍的数学工具，我们可以定量描述这一过程：

x<m> = Smx = (I − 1

2
L)mx =

n∑
i=1

(I − 1

2
L)meix̃i =

n∑
i=1

ei(1−
1

2
λi)
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利用这个式子，我们可以清楚地看出拉普拉斯光滑化的工作原理：随着 m 的增长，图形中的高频分量
（即较大的特征值对应的特征分量）的系数以更快的速度收敛到 0。...(centroid) 现在总结一下这两种方
法。我们可以察觉到它们内在的工作机制是类似的，我们可以将其抽象为滤波器（filter）: 我们通过对
每个频率的信号叠加上一个滤波函数来对信号进行处理，即

x′ =
n∑

i=1

f(i)x̃iei = Ex̃′
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图 4.4: 拉普拉斯矩阵的特征向量

4.1.5 拉普拉斯矩阵的特征向量

令人惊奇的一点是拉普拉斯矩阵的特征向量若将其各个分量绘制成散点图的话，其形如三角函数。由
此我们可以猜测它的形式为 vk = [1, ωk

n, ..., ω
(n−1)k
n ]T。接下来我们去验证这一点：

(Lv)j =
∑

Ljivi

= vj −
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2
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= ωkj
n [1− 1

2
(ωk
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n )]

= vj(1− cos 2πk
n

)

(4.1)

可以发现猜想正确，并且 λk = 1− cos 2πk
n
。进一步，我们可以得出 λk = λn−k，因为 vk =


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...
ω
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v−k = vn−k =


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ω
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n

 都是 λk 的特征向量。在实数域上，则有

αk =
1

2
(vk + v−k) =

[
1, cos 2πk

n
. . . cos 2πk(n−1)

n

]T
,

βk =
1

2i
(vk − v−k) =

[
1, sin 2πk

n
. . . sin 2πk(n−1)

n

]T
.

这就解释了前文所述问题。
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4.2 谱方法在三角网格中的应用

4.2.1 介绍

在本节中我们将谱方法扩展到三角网格中并加以运用。

定义 4.1 三角网格（triangle mesh） 三角网格是由三角形表面构成的三维封闭形体。

一个 n 个顶点的三角网格可以被表示为M = (G,P)，G = (V, E)，其中 V 为顶点集，E ∈ V × V 为边
集，P ∈ Rn×3 是一个矩阵，代表了顶点的三维坐标，其中第 i 行 Pi = [xi, yi, zi] 代表了第 i 个顶点的
三维坐标。

4.2.2 网格上的平滑化与信号表示

图 4.5: 拉普拉斯算子在网格上的向量表示

类似于二维形体的引入，我们将首先介绍网格上的拉普拉斯光滑化方法。注意到在二维的情形中我们
的拉普拉斯算子代表了相邻点的中点到顶点的向量；因此，在这里我们用一个顶点所有相邻点的重心
到顶点的向量作为拉普拉斯算子。
我们先关注 x 坐标，并用 x 代表 P 的第一列。从而网格上的拉普拉斯算子对 x 分量的作用可以用一
个 n 维方阵表示。记 W 为图 G 的相邻矩阵，即

Wi,j =

1 if (i, j) ∈ E ,

0 otherwise.

并用 D 表示图 G 每个顶点的相邻点数，即

Di,j =

di = |N (i)| if i = j,

0 otherwise,

其中 N (i) 是顶点 i 的相邻点集。由此我们定义拉普拉斯矩阵 T 为

T = I −D−1W.
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注意到这样定义后，将 T 作用于 x，可以得到

δ(xi) = xi −
1

|N (i)| j∈N (i)

xj ,

故符合我们的定义。

4.2.3 网格上的谱变换

在定义了网格上的信号表示与拉普拉斯算子之后，这一部分就与二维情形基本一样了。记

E = [e1, e2, ..., en]

为特征值 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn 对应的单位特征向量构成的矩阵，则经过谱变换后有 x̃ = E⊤x。

图 4.6: 第 i 小的特征值对应的特征向量彩图

利用舍弃高频信息的手段，我们可以进行去噪和信息压缩，如图所示。

图 4.7: 取前 k 个特征向量时的三维重建
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4.3 Laplacian surface editing

4.3.1 拉普拉斯坐标

4.3.1.1 概念引入

由于绝对坐标的不便之处，我们引入拉普拉斯坐标来维持变换时的形状（shape），它是由一个差分集合
∆ = δi 组成的，其中

δi = L(vi)

L(vi) = vi −
1

di

∑
j∈Ni

vj

而用拉普拉斯坐标来表示网格（mesh）有着更优越的地方。对于一个变换，我们可以只确定某些顶点，
而希望用 ∆ 解出其他顶点的坐标，尽量保持形状不变，决定固定哪些顶点的方式是最小化下面的损失
函数：

E(V
′
) =

n∑
i=1

∥∥∥δi − L(v′

i)
∥∥∥2 + n∑

i=m

∥∥∥v′

i − ui

∥∥∥2

4.3.1.2 一些提升

上面的优化问题可以很好的处理平移，但是对伸缩和旋转表现不佳。一个办法是基于变换后的坐标引
入一个合适的变换函数 T , 求解下面的最小化问题：

E(V
′
) =

n∑
i=1

∥∥∥Ti(V
′
)δi − L(v′

i)
∥∥∥2 + n∑

i=m

∥∥∥v′

i − ui

∥∥∥2
在这个问题中 Ti 和 V ′ 都是未知的，但是如果 Ti 是 V ′ 的线性函数，问题会简化许多。一个简单的想
法是既然我们不想改变形状，T 在改变 vi 的同时也应该改变其邻域内的点。因此我们定义:

Ti = arg min
Ti

(∥∥∥Tivi − v
′

i

∥∥∥2 + ∑
j∈Ni

∥∥∥Tivj − v
′

j

∥∥∥2)

4.3.1.3 计算 Ti

但是这样还不够，我们还需要对 Ti 增加一些限制，否则会失去许多几何上的细节，对于旋转和同向的
伸缩变换，可以写成 T = s exp(H)，H 是一个反对称矩阵，通过推导，它也可以表示成

s exp(H) = s(αI + βH + γhTh)
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hTh 是二次的，我们直接删除它，最后就得到一个矩阵

Ti =


s −h3 h2 tx

h3 s −h1 ty

−h2 h1 s tz

0 0 0 1


这是一个对小角度旋转很好的逼近，假定 (si,hi, ti)T 是未知量，我们希望最小化∥∥Ai(si,hi, ti)T − bi

∥∥2
其中 Ai 包含 vi 和其邻点的位置，bi 包含 v

′

i 和其邻点的位置

Ai =


vkx

0 vkz
−vky

1 0 0

vky
−vkz

0 vkx
0 1 0

vkz
vky

−vkx
0 0 0 1

...

 , k ∈ {i} ∪ Ni

bi =


v

′

kx

v
′

ky

v
′

kz

...

 , k ∈ {i} ∪ Ni

用最小二乘法得出解
(si,hi, ti)T = (AT

i Ai)
−1AT

i bi

，最终我们得到了 Ti

4.3.2 网格编辑（mesh editing）

下面我们准备运用拉普拉斯坐标来进行一些实际的操作。普通的变换一般分为几步：a. 确定需要变换
的区域（ROI）和固定点（anchor），b. 使用者在 ROI 内确定把手（handle），c. 对 handle 进行变换，
其他点就用之前的方法重建，下面是一个效果图

4.3.3 纹理转移（coating transfer））

4.3.3.1 简单情形

现在我们希望将某个源表面（surface）的纹理（coat）覆盖到目标的表面上去。为此，我们定义纹理是
一些高频的细节，也就是原表面和其低频化结果的差异。具体而言，设 S’ 是 S 光滑化后的结果，δi 和
δ′i 是对应顶点 i 的拉普拉斯坐标，ξi = δi − δ′i 就表示纹理，利用 S = L−1(δ′ + ξ 就可以重建出 S，而
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图 4.8: 龙抬头

这也是我们解决问题的灵感。首先我们假设源表面 S 和目标表面 U 连通性相同，接下来我们计算出各
个点的法向量 ns 和 nu，通过旋转将法向量对应起来，得到 ξ′i = Ri(ξi),U ′ = L−1(∆ + ξ′i)，∆ 是 U’
的拉普拉斯坐标，这样我们就成功的改变了高频信息，达到了转移纹理的效果。

图 4.9: 奇怪的表面

4.3.3.2 映射与重采样（mapping and resampling）

假如 S 和 U 表面连通性不时, 上面的方法就失效了，为此我们采取的办法是，将两个表面都参数化后
映射到同一个域中，此处我们假定它们都同构于一个圆盘。为了保证效果，这样的映射应该能够将对应
的表面细节联系起来，例如脸部的五官。
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图 4.10: 兔身人面兽

4.3.4 混合细节（mixing details）

接下来我们想把两个表面混合在一起，构成第三个表面。只需要对重叠的区域的拉普拉斯坐标进行线
性插值。

图 4.11: 融合

4.3.5 移植表面（transplant surface patches）

最后的任务是把一个表面截取出来移植到另一个表面中。这也并不困难，只需要选取移植的区域，并保
证对应的连接处一致，这也可以通过将连接处映射到相同域上（如单位正方形参数域）实现。最后在连
接处使用上面的混合细节法即可。
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图 4.12: 移植
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