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3.1 主成分分析 (PCA)

3.1.1 介绍

PCA(Principal Component Analysis) 是一种有用的线性分解，主要用于对给定数据找最优坐标系、数
据降维。主成分分析可以找到一组能最好表达给定数据的正交基，例如，在平面直角坐标系中找到新的
坐标，使点到 x 轴的距离的平方和最小 Fig.3.7。

图 3.1: 找到了更好的坐标系

3.1.2 概念

将每一个点定义为向量 x, x1,x2,…xn ∈ Rd,xi =(x1
i , x

2
i . . . x

d
i )

T , 则这些点的质心是

m =
1

n

n∑
i=1

xi
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, 由求导可知

m = arg minx
n∑

i=1

||xi − x||2

记 yi = xi −m, i = 1, 2 . . . , n

S = YYT

yk�Y����(k = 1,2, . . . ,n),Y 为 xi 的协方差矩阵。S 衡量了数据在不同方向上的分散程度。

对任一过质心的直线，定义点集在该直线上的投影的方差是

var(L) =
1

n

n∑
i=1

||x′

i − m||2

给定单位向量 v, 直线 L=m+vt，xi 在直线 L 上的投影为 x
′

i,

||x
′

i −m|| = |< v, xi −m >

||v||
| = | < v, yi > | = |vT yi|

计算得，

var(l)
1

n

∑
i=1

n||x
′

i −m||2 = 1

n

n∑
i=1

(vT yi)
2 =

1

n
||vTY ||2 = 1

n
(vTY )(vTY )T =

1

n
vTY Y T v =

1

n
< Sv, v >

定理 3.1 函数 f : {v ∈d, s.t.||v|| = 1} → R, f(v) =< Sv, v >,S 是一个实对称矩阵，则使 f 取到极值的
单位向量一定在 S 的正交特征向量中取到 ��

S = V

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1

λ2

λ3

...

λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
VT = V�VT

(λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ ... ≥ λn)

f(y) =< Sy,y >= yTV�VTy, y = V(y1, y2, ..., yn)
T

let p = VTy, then f(y) = pT �p =
n∑

i=1

y2i λi

as |y| = 1, the maximum of f(y) is λ1, the minimum of f(y) is λn.

类似地，可以证明该定理在取到最值的特征向量垂直的子空间也是成立的，于是通过 PCA 找到的正交
基所代表的坐标系上的 bounding box 是一个足够紧的 bounding box Fig.3.2。
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图 3.2: 以长方体代表三维物体

3.2 奇异值分解

3.2.1 引入: 线性变换的几何意义

对于用矩阵 A 定义的 Rd 中线性映射 A : v → Av，我们希望找到一种表示 A 的方式，能够给我们这个
线性变换的几何直观。

• A 为实对称矩阵时，A 可被正交对角化，即

∃V,D, V V T = I,D = diag{λ1, · · ·λd}

s.t.AV = V D ⇒ A = V DV T

这一分解形式称为 A 的谱分解 (Spectral Decomposition). 由它我们得到

Avi = λivi

其几何直观为，对于 V 指定的标准正交基的任意一个坐标轴 vi, ,vi 在 A 作用下被放缩到原本的
λi 倍。此时的 A 是一个放缩变换。

图 3.3: 对称矩阵 A 对应的线性变换是一个放缩变换
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• 对于一般的 A, 我们可以将谱分解扩展为奇异值分解，我们将证明，A 总能分解为

A = UΣV T

其中 U, V 为正交矩阵，Σ = diag{σ1, · · ·σd}, σi ≥ 0.

由这一分解我们得到

A = UΣV T ⇒ AV = UΣ ⇒ Avi = σiui

其几何直观为，对于 V 指定的标准正交基的任意一个坐标轴 vi, ,vi 在 A 作用下被放缩到原本的
σi 倍，并被旋转（可能带反射）到另一标准正交基的轴 ui 上。

A 的奇异值分解提供了线性变换的几何直观！

图 3.4: 一般矩阵 A 对应的线性变换是一个放缩 + 旋转变换

3.2.2 奇异值分解的定义

3.2.2.1 一般形式 (Full SVD)

对一个任意的矩阵 A ∈ Rd×n, ∃ 正交矩阵 U ∈ Rd×d, V ∈ Rn×n, 对角矩阵 Σ ∈ Rd×n 其对角线元素依
次为 σ1, σ2, · · · , σmin{d,n}, 且有 σi ≥ 0,∀i,

s.t.A = UΣV T

这一分解称为 A 的奇异值分解 (Singular Value Decomposition).

Σ(σ1, · · · , σmin{d,n}) 的对角元素 σi 称为奇异值 (Singular Values). 一般地，我们规定 σ1 ≥ σ2 ≥
· · ·σmin{d,n}

U(u1, · · ·ud) 的列向量 ui 称为左奇异向量 (Left Singular Values)

V (v1, · · · vd) 的列向量 vi 称为右奇异向量 (Right Singular Values)



专题 3：PCA&SVD 3-5

图 3.5: 矩阵 A 的 SVD 分解

3.2.2.2 简化形式 (Reduced SVD)

SVD 的一般形式在存储与运算上代价较高，下面介绍两种开销较小的 SVD 形式。

将 A = UΣV T 按照矩阵乘法规律展开

A = [u1, u2, · · ·ud]



σ1

σ2

· · ·
σmin{n,d}

0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0


[v1, v2, · · · vn]T

我们可以得到 A 的另一个形式，

A =

min{n,d}∑
i=1

σiuiv
T
i

这一形式启发我们，U, V 中下标 i ≤ min{n, d} 的列向量由于均不出现在 A 的表达式中，可以在 SVD
分解中省去。由此，我们得到了 SVD 的简化形式 (Reduced Form)，不妨设 A ∈ Rd×n, d > n，我们有

A = UΣV T , U ∈ Rd×n,Σ ∈ Rn×n, V ∈ Rn×n

这里 U, V 为列向量单位正交的矩阵。
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图 3.6: Reduced SVD

3.2.2.3 截断形式 (Truncated SVD)

在 A =
min{n,d}∑

i=1

σiuiv
T
i 中，我们容易发现与 σi = 0 对应的 ui, vi 也可以直接丢弃。由于 σi 已经降序排

列，我们只需舍弃 U, V,Σ 的若干末尾行列。

进一步地，我们还可以设置阈值 ϵ, 将 σi ≤ ϵ 的部分丢弃，此时有

Â =
t∑

i=1

σiuiv
T
i

我们将这种形式称为 SVD 的截断形式 (Truncated Form). 此时的 Â 仅是 A 的一个近似，我们将看到，
SVD 的这种形式在数据降维、降噪方面有着广泛的应用。

3.2.3 线性代数的巨大助力

当我们有了计算奇异值分解的算法后，我们可以做：

• 矩阵求逆：解线性系统

• 定义矩阵的“数值逆”

• 主成分分析计算

• 解最小二乘问题

矩阵求逆与解线性问题
矩阵的逆:
A = UΣV T
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A−1 = (UΣV T )−1 = (V T )−1Σ−1U−1

= V


1
σ1

. . .
1
σn

UT

所以，当解方程 Ax = b 时, 我们可以用 x = V Σ−1UT b

矩阵的秩
矩阵 A 的秩为非零的奇异值数。如果有一些非常小的奇异值，那么矩阵 A 很接近奇异矩阵。
我们可以设定一个临界值 t:numeric_rank(A) = #{σi|σi > t}
另外，当 rank(A) < n 时，A 是奇异矩阵，将整个空间 Rn 映射到某个子空间，比如说一个平面。（所
以 A 可以看成某种投影）

主成分分析
现在我们有矩阵 Y 的奇异值分解：Y = UΣV T . 那么“分散矩阵”S = Y Y T 可以简化成:
Y Y T = UΣV T (UΣV T )T

= UΣV TV ΣTUT

= U(ΣΣT )UT

3.2.4 奇异值分解的另一角度

将 d×n 矩阵 A 的每一列看成 d 维空间的一个点，通过奇异值分解，我们可以找到对这 n 个点的最适
合的 k 维子空间。
这里的“最适合”指的是：在取相同维数的子空间时

• 最小化点到子空间的距离的平方和：类似最小二乘拟合的概念

• 最大化点在子空间上的投影的平方和：这表明子空间包含了数据点的最多内容

矩阵 A 的第 i 列 ai, 在 u 上的投影的长度为 |uT·ai|。整个矩阵的投影长度的平方和为 |uTA|2.
定义 A 的第一个左奇异向量 u1 为 u1 = arg max

|u|=1
|uTA|.

第二左奇异向量 u2 定义为垂直于 u1 的最好的拟合方向，即 u2 = arg max
u⊥u1,|u|=1

|uTA|

σi(A) = |uT
i A|

vi =
1

σi(A)
uT
i A

A =
r∑

i=1

σiuiv
T
i

我们可以用上面的等式取前 k 项，对矩阵 A 做 k 阶估计。
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贪心算法的正确性 记 A 为 d×n 的矩阵，左奇异向量为 u1, u2, ..., ur. 对 1 ≤ k ≤ r, 记 Uk 由
u1, u2, ..., ur 扩展的子空间。对每个 k, Uk 是对矩阵 A 拟合得最好的 k 维空间。
证明当 k = 1 显然成立。对 k = 2, 记 W 为对 A 拟合得最好的 2 维子空间. 对 W 的任一组标准正交基
(w1, w2) , |wT

1 A|2 + |wT
2 A|2 为 A 的列向量在 W 上投影的平方和。取一组 (w1, w2) 使得 w2 垂直于 u1.

因为 u1 最大化 |uTA|2, 我们有 |wT
1 A|2 ≤ |vT1 A|2. 因为 u2 在所有与 u1 垂直的向量中最大化 |uTA|2,

|wT
2 A|2 ≤ |vT2 A|2. 所以 |wT

1 A|2 + |wT
2 A|2 ≤ |uT

1 A|2 + |u2A|2. 因此 U2 至少和 W 一样好，即是最好的
二维子空间。
对于一般的 k，用归纳法证明。

3.2.5 数据的中心化

在主成分分解中，我们将数据点的中心设为坐标原点。
在找矩阵的低秩近似时，不需要将每个数据减去中心。

3.2.6 附录

3.2.6.1 奇异值分解的存在性

步骤一 在上面的贪心算法中，我们构造了矩阵 U、V，其中 U 根据构造方法是一个正交矩阵。当我
们找到左奇异向量 u1, u2, ..., ur, 奇异值 σ1, σ2, ..., σr, 且 max

u⊥u1,u2,...,ur,|u|=1
|uTA| = 0 时，算法停止。

步骤二 现在我们需要证明 V 矩阵的正交性。
直观上看，如果两个向量 vi, vj , i ̸= j 不相互垂直, 我们会怀疑左奇异向量 uj 中有向量 ui 的部分, 这与
ui 和 uj 的正交性矛盾。下面证明的思路就是在假设存在这样的向量 vi, vj , i ̸= j 时，构造 u′

i，使得 u′
i

垂直于 u1, ...ui−1，但 |u′T
i A| > σi.

证明假设 i 是使得 vi 不垂直于其他某个向量的最小整数 i. 不失一般性，我们可以假设 vTi vj = δ > 0,
否则就用 −uj 代替 uj . 显然 j > i, 因为 i 是满足上述条件的最小整数。
取 ϵ > 0, 令 u′

i =
ui+ϵuj

|ui+ϵuj | . 注意 u′
i 是一个单位向量. 且 u′T

i A = σivi+ϵσjvj√
1+ϵ2

的模长不小于它在向量 vi 上
投影的长度。投影长度为：

vTi (
σivi + ϵσjvj√

1 + ϵ2
) > (σi + ϵσjδ)(1−

ϵ2

2
)

> σi −
ϵ2

2
σi + ϵσjδ −

ϵ2

2
σjδ > σi,

对充分小的 ϵ.

产生矛盾，说明不存在这样的 i。
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3.2.6.2 一些关于“数据中心化”的证明

定理 3.2 拟合数据点集最好的直线（点到直线的距离的平方之和最小）一定经过点集的中心。

证明 从数据点中减去点集的中心，此时中心为坐标原点。设此时拟合最好的直线为 l。用反证法，假
设 l 不经过坐标原点, 则直线 l 可以写成 {a + λv|λ ∈ R}, 其中 a 是直线上离坐标原点最近的点，v

是 l 的单位方向向量, v 与 a 垂直. 对数据点 ai, 记点到直线 l 的距离为 dist(ai, l)。由勾股定理有
dist(ai, l)

2 = |ai − a|2 − (v · ai)2.
对 n 个数据点进行求和有：
n∑

i=1

dist(ai, l) =
∑

(|ai|2 + |a|2 − 2ai·a− (v·ai)
2)

=
n∑

i=1

|ai|2 + n|a|2 − 2a·(
∑
i

ai)−
n∑

i=1

(v·ai)
2 =

∑
i

|ai|2 + n|a|2 −
∑
i

(v·ai)
2

a = 0 时，上述表达式取最小值。

定义仿射空间为一个子空间经平移产生：{v0 +
k∑

i=1

civi|c1, c2, ..., ck ∈ R}.

其中 v0 代表平移操作 v1, ..., vk 是原来子空间的一组正交基。

定理 3.3 在所有的 k 维仿射空间中，最小化点到空间的距离的平方和的空间一定经过数据点的中心。

证明 和前一个定理相似，现在我们需要计算
k∑

j=1

(vi · ai), 其中 vj , j = 1, 2, ..., k 是一个过原点的平行于

仿射空间的子空间的一组正交基.

3.3 直接应用 PCA 和 SVD 的例子

3.3.1 求解点云的近似法向量

对三维空间中的点云做 PCA，那么前两个特征值对应的特征向量构成了这些点的一个近似平面，最小
的特征值对应的特征向量就是近似的法向量。

3.3.2 数据降维

3.3.2.1 图片压缩

将图片看作二维矩阵做 SVD 分解，A = UΣV T =
∑r

i=1 σiuiv
T
i ，Ak =

∑k
i=1 diiuiv

T
i 是 A 的最佳 k 阶

近似。因此可以选择合适的 k，例如选择
∑k

i=1 σi∑r
i=1 σi

≥ 90%
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3.3.2.2 特征脸

通过把一张图片投影到一个低维子空间中来得到它的低维表示
1. 获取一个训练集 T，包含 n 张人脸的图片。把每张图片转成一个 d 维向量，把 n 张图片聚合成一个
n ∗ d 维的矩阵 A；
2. 对 A 进行 PCA 分解，得到若干个特征向量，取最大的 k 个特征值对应的特征向量张成了一个 k 维
的特征空间；
3. 把人脸图片投影到这个特征空间中，可以得到它的低维表示。

3.4 Orthonormal Procrustes Problem

3.4.1 问题描述

P1 ∈ R2∗N 和 P2 ∈ R2∗N 是在二维平面上的两个点集。求解一个旋转矩阵 R(即 R 是正交矩阵且
det(R) = 1) 使 E 最小化。即得到下面的式子：P1 = RP2 + E。

图 3.7: 刚性变换

3.4.2 数学推导

E(R) = ||P1 −RP2||2F
= trace((P1 −RP2)

T (P1 −RP2))

= trace(P T
1 P1 + P T

2 RTRP2 − P T
2 RTP1 − P T

1 RP2)

= trace(P T
1 P1 + P T

2 P2 − P T
2 RTP1 − P T

1 RP2) //RTR = I

= trace(P T
1 P1 + P T

2 P2)− 2trace(P T
1 RP2)
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第一项是常数，第二项是我们要最大化的式子：
trace(P T

1 RP2) = trace(RP2P
T
1 )

= trace(RU ′S′V ′T )(使用了 SVD 分解 P2P
T
1 = U ′S′V ′T )

= trace(S′V ′TRU ′) = trace(S′X) (X 是一个正交的矩阵)
=

∑
i

S′
iiXii

由于 S′
ii 都是奇异值 (S11, S22)，均为非负的值，故想要最大化则必须 X = I，则我们有 V ′TRU ′ = I，

给出了 R = V ′U ′T。
这样我们得到了一个正交矩阵，但不一定是旋转矩阵，我们通过X 矩阵的修改，得到X = diag(1, det(V ′U ′T )),
再求解R即可。我们可以通过一些数学的分析得出 E(R)的极值点在 (X11, X22) : (−1, 1), (1, 1), (1,−1), (−1,−1)

点上取到，其中关于旋转矩阵的极值点在 X = diag(1, det(V ′U ′T )) 上取到，证明详见 [4]

3.5 As-Rigid-As-Possible Surface Modeling

3.5.1 问题描述

物体表面编辑重建，包括旋转、平移，不包括伸缩。考虑尽可能的保持局部信息，使物体表面的细节得
以保留。

3.5.2 数学描述

用 pi 表示原图形中的一点，p′i 表示编辑后图形中 pi 对应的点，N(i) 表示点 pi 的邻域。

定义 E(Ci, C
′
i) =

∑
j∈N(i) wij∥(p′i−p′j)−Ri(pi−pj)∥2 其中 Ri 为正交矩阵。E(Ci, C

′
i)表示了向量

−−→pjpi
经过变换 Ri 后的向量与

−−→
p′jp

′
i 之间的差值之和，其中 pj 为 pi 邻域中的点，wij 为求和权重。

取 C1, C2...Cn 构成图形表面 S 的一个有限子覆盖，定义 E(S) =
∑n

i=1 wiE(Ci, C
′
i)，为了保持图形局

部的稳定性，我们想要让 E(S) 尽可能的小。

3.5.3 数学推导

E(S) =
∑n

i=1 wi

∑
j∈N(i) wij∥(p′i − p′j) − Ri(pi − pj)∥2, 采用迭代算法逐步逼近最优解: 固定 p′ 找到最

优的 Ri(i = 1, 2, ...n); 固定最优的 Ri 寻找最优的 p′

下面说明如何利用 SVD, 固定 p′, 找最优的 Ri

eij : pi − pj
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,
E(Ci, C

′
i) =

∑
j∈N(i)

wij∥(p′i − p′j)−Ri(pi − pj)∥2

=
∑
j

wij(e
′
ij

T e′ij − 2e′ij
TRieij + eTijeij)

arg min
Ri

∑
j

−2wije
′
ij

TRieij

= arg min
Ri

∑
j

wije
′
ij

TRieij

= arg max
Ri

Tr(
∑
j

wijRieije
′
ij

T )

= arg maxRi
Tr(Ri

∑
j

wijeije
′
ij

T )

令 Si =
∑

j wijeije
′
ij

T , 则原问题转化为求 arg max
Ri

(RiSi), 其中 Si 已知，Ri 为正交矩阵，可用 SVD 求

解
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