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2.1 最小二乘法的概念

定义 2.1 最小二乘法 将问题归约到优化一些平方项的和，再通过求偏导使我们得到一个线性系统，进
而使用线性代数的方法求得线性系统的解，从而解决问题的方法。

我们为什么要学习最小二乘法呢？：（1）利于计算；（2）在图形的拟合中有很多应用。

2.2 最小二乘法应用实例

2.2.1 直线的拟合

2.2.1.1 基本方法

• 给定：n 个点 pi = (xi, yi)

• 目标：求出一条直线拟合这些点最好

• 问题的形式化：求出直线参数使得最小化到直线距离平方和

arg min
a,b

E(a, b) :=
n∑

i=1

(yi − axi − b)2 (2.1)

• 求解方程 (2.1)：

∂E(a, b)/∂a =
n∑

i=1

(−2xi)(yi − axi − b) = 0

∂E(a, b)/∂b =
n∑

i=1

(−2)(yi − axi − b) = 0

(2.2)

化简式子 (2.2) 可以得到：

(
n∑

i=1

[
x2
i xi

xi 1

]
)

[
a

b

]
=

n∑
i=1

[
xiyi

yi

]
(2.3)
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求解这个线性系统即可以解出方程

• 缺点：拟合直线会随坐标系变化而变化

2.2.1.2 距离的另一种度量

• 详细内容会在下一章使用 PCA 方法着重介绍

• 最优化目标变为：

arg min
n,d

E(n, d) =
n∑

i=1

(nTpi + d)2, s.t.∥n∥ = 1 (2.4)

首先对 d 求偏导可以得到

∂E/∂d = 0

⇒
∑
i

(nTpi + d) = 0

⇒ d = −nTp

(2.5)

于是问题转化成最优化下式：

arg min
n

E(n) =
∑
i

(nTpi − nTp) =
∑
i

(nT p̃i), s.t.∥n∥ = 1 (2.6)

我们利用拉格朗日乘数法，即求：

arg min
n

(
∑
i

(nT p̃i)
2 + λ(1− nTn)) = arg min

n
(nTCn + λ(1− nTn)) (2.7)

其中 C =
∑

i p̃ip̃T
i 对 n 求导可以得到：

2Cn − 2λn = 0 ⇒ Cn = λn (2.8)

将 (2.8) 结果带回 (2.7) 得到最小平方和为 λ，于是我们只需要找到对应最小特征值的特征向量 n
即可。

2.2.2 多项式拟合

• 问题描述：同样给定 P := {pi} 并先验地知道要拟合的函数为 m 次：f(x) =
∑n

k=0 akx
k

• 问题被转化为：

arg min
ak

:=
n∑

i=1

(f(xi)− yi)
2 =

n∑
i=1

(
m∑

k=0

akx
k
i − yi)

2 (2.9)
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• 求解式子 (2.9)：

∂E(a0, a1, ...)/∂a0 =
n∑

i=1

(−2∂f(xi)/∂a0)(yi − a0xi − b) = 0

∂E(a0, a1, ...)/∂a1 =
n∑

i=1

(−2∂f(xi)/∂a1)(yi − a1xi − b) = 0

...

(2.10)

化简得：

(
n∑

i=1


x2m
i x2m−1

i ... xm
i

x2m−1
i x2m−2

i ... xm−1
i

... ... ... ...

xm
i xm−1

i ... 1

)


am

am−1

...

a0

 =
n∑

i=1


xm
i yi

xm−1
i yi

...

yi

 (2.11)

再求解这个线性系统即可

• 利用同样的思路同样可以求解形如 fλ1,λ2,...,λk
(x) =

∑k
i=1 λifi(x) 形式的拟合问题。

2.2.3 求解最小二乘意义下的线性系统

• 思考方程 A−→x =
−→
b，其中 A 是一个 m ∗ n 的矩阵，如果 m = n 并且 A 满秩我们可以得到

−→x = A−1−→b

• 当 m > n，那么有效方程数多于未知量个数，我们就可以去求最小二乘解（详细内容可以参考高
等代数内容）。

• 如果 A 的列向量是线性无关的，我们去求解最小二乘解，即求：

arg min
−→x

∥A−→x −
−→
b ∥2 = arg min

−→x
(−→x TATA−→x − 2−→x TAT−→b +

−→
b T−→b ) (2.12)

即求矩阵 A 的列向量空间中与
−→
b 距离最近的向量，于是使 A−→a −

−→
b 与 A 的列向量均垂直即可。

即：

∀i,−→ai T (A−→x −
−→
b ) = 0

⇒ AT (A−→x −
−→
b ) = 0

⇒ ATA−→x = AT−→b

⇒ −→x = (ATA)−1AT−→b

(2.13)

2.2.4 离群值问题

• 考虑在给定的点集中有一些离群点，它们因为某些原因不和其它点处于同一曲线上，那么将这些
点计入拟合过程中会降低拟合效果。
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• 解决方案：在优化直线参数时，给每一个点到直线的距离平方项加一个权重，即去优化下式：

arg min
l

E(l) :=
n∑

i=1

ωid(l,pi) (2.14)

• 关于 ωi 的选取，可以采取如下方案：进行多次迭代，并选取 ωj+1 := exp(−d(lj ,pi)σ)，其中 j 表
示迭代次数，这样如果离群点数目比较少经过多次迭代离群点的权重就会逐渐变低，从而得到较
好的拟合效果。

2.2.5 三维点的局部拟合

• 问题目标：给定三维空间的一个点集 P := {pi}，并将其视为一个表面 S 的采样，下面我们希望
可以在局部（即点 p 的 r 范围邻域 Nr(p) = {qi}, qi ∈ P）估计或者拟合这个表面。

• 方法：类似于上面的直线拟合的另一种距离估计，我们同样可以得到 n应当是协方差矩阵
∑

i(qi−
q)(qi − q)T 的最小特征根对应的特征向量。

• 显然这种估计方法准确度取决于 r 的选取，r 过小信息量不足,r 过大精细结构无法表示。

• 思考：如何选取 r 的大小？

2.2.6 RANSAC

• 最小二乘法适用于有少量噪声点情况的最优化方法，但是如果噪声点非常多，我们希望能够找到
我们的目标，无异于“大海捞针”。而 RANSAC(Random Sample Consensus) 便是处理这种情况
的算法。

• 算法流程：
（1）首先找一些点作为假设的局内点，通过这些点计算出模型的参数；
（2）使用这个模型去测试其它数据，尝试找到跟这个模型匹配的其它局内点；
（3）如果有足够多的局内点，那么我们就可以认为这个假设足够合理
（4）用所有被归为局内点的点重新估计模型；
（5）设计一个评估函数，使用（4）模型的错误率等去评估模型；
（6）重复执行上述操作并限制总次数，每一次模型要么因为局内点太少而被舍弃，要么因为比现
有模型好而被选用。
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2.3 图形学中的应用

2.3.1 网格重建

问题描述： 输入三维空间中的一些边和控制点，重建物体表面的网格。
形式化： 网格中的顶点要满足平滑条件：vi − 1

di

∑
j:(i,j)∈E vj = 0

定义 2.2 图的拉普拉斯算子 L:

Lij =


1 i = j

− 1
di

(i, j) ∈ E

0 ��

将网格中所有顶点的 x, y, z 三个分量构成的向量记为 x⃗, y⃗, z⃗。拉普拉斯平滑条件即：

Lx⃗ = 0, Ly⃗ = 0, Lz⃗ = 0

记控制点为 vs = (xs, ys, zs), s ∈ C = {s1, · · · , sm}，合并控制点条件和拉普拉斯平滑条件，有：

Ax⃗ = b⃗

其中

A =

(
L

F

)
, Fij =

1 j = si ∈ C

0 j ̸= si

bk =

0 k ≤ n

xsk−n
n < k ≤ n+m

转化：用最小二乘法求解

min
x⃗

||Ax⃗− b⃗||2

2.3.2 表皮计算

通过顶点到相关骨架的加权，在动画、游戏中进行虚拟人物的表皮计算。

问题描述：构造一个顶点的变换 T = (Ti) 用来估计输入的网格。S 个网格的序列顶点集构成向量 P =

(p1, p2, · · · , pS)，其中 pt ∈ R3N。对每个 t 找一个变换 T t 用来估计 pt：pt ≈ T tp̃。T t 是一个线性组合：

T t
i =

∑
b∈Bi

wibT̃
t
b
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估计方法： 对顶点 i 用最小二乘法选取 β 个骨架：

γbi =
∑

1≤t≤S

||pti − T̃ t
b p̃i||22, b = 1, · · · , β

用有约束的最小二乘估计顶点权值：∑
b∈Bi

(T̃ t
b p̃i)wib = pti, t = 1, · · · , S

s.t.
∑
b

wib = 1

记为
A(i)w(i) = b(i)

减轻过拟合： 用优化的线性系统避免过拟合(
cA(i)

1 · · · 1

)
w(i) =

(
cb(i)

1

)

其中 c 是比例因子
c =

1

||b(i)||2
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