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拓扑学是我们用来研究物体连通性的工具。物体的拓扑只有在极端情况（撕裂、拼合）下才会改变。
因此，拓扑不变量是一种更加鲁棒的全局性质。而只有有相同的拓扑性质（拓扑不变量），不同的物体
间才能有平滑的变形（不能分裂或合并物体）。

10.1 基本概念

定义 10.1 流形 (Manifold)

设 M 是 Hausdorff 空间，若对任意一点 x ∈ M，都有 x 在 M 中的一个邻域 U 同胚于 m 维欧几里得
空间 Rm 的一个开集，就称 M 是一个 m 维流形。

其中，Hausdorff 空间是指任意两点都存在不相交邻域的空间。

直观来讲，流形就是局部具有欧几里得空间性质的空间，比如对于一维流形，我们在每一点都有和直线
一样的连通性；而对于二维流形，每一点附近都像一个圆盘。
如果一个 d 维流形可以被镶嵌到 n 维欧氏空间中，那么 d ≤ n。

是否存在不是流形的表面呢？这样的平面是存在的：考虑三个平面相交于一条直线，这条直线上的点的
邻域便不是一个圆盘。

定义 10.2 边界 (Boundary)

对于拓扑空间的子集 S，它的边界就是 S 的闭包减去 S 的内部：∂S = S̄ − So。

边界的一个等价定义是所有满足以下条件的点 x 的集合：x 的每个邻域都包含至少一个点属于 S，且至
少一个点不属于 S。

而对于多面体网格，我们称只和一个表面相交的边为边界边，其余的边为内部边。一个没有边界边的流
形网格称为闭合流形。

定义 10.3 连通性 (Connectivity)
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拓扑空间 X 称为是连通的，当且仅当 X 不能表示为两个不相交的非空开集的并集。

直观上来讲，连通性就是沿表面能从一个点到另一个点（曲线连通）。我们可以将不连通的物体分成若
干连通分支，如何计算连通分支的数目呢？

对于每个拓扑空间，都有一族重要的不变量：贝蒂数 (Betti numbers)。直观地看，b0 是连通分支的个
数，b1 是沿着闭曲线剪开空间而保持连通的最大剪裁次数，b2 是物体中空腔的个数。更高次的 bk 可借
同调群定义。

定义 10.4 亏格 (Genus)

连通、可定向曲面的亏格 g 是一个整数，代表沿闭简单曲线切开但不切断曲面的最大不相交曲线条数。

例如：球面和圆盘的亏格都为 0，而甜甜圈的亏格为 1。

直观的来看，亏格就是物体中洞的个数，也是物体中把柄 (handle) 的个数。

定义 10.5 可定向性 (Orientability)

在曲面上一点作关于这个曲面的法线，对于任意从该点出发并回到该点的在曲面上的任意平滑游走，回
到该点时法线的方向不变，那么曲面就是可定向的，否则就是不可定向的。

莫比乌斯环和克莱因瓶是著名的不可定向曲面的例子。

对于三角网格，我们可以这样定义可定向性：通过对一个三角的每条边选取一个方向（想象在每条边上
画一个箭头），使得当我们沿着三角形的边界绕一圈时箭头头尾相连，这样我们可定向每个三角形。如
果我们可使得共有一条边的两个三角形在这条边上的箭头相反，则我们说对这个平面做了一个定向。

定义 10.6 欧拉示性数 (Euler characteristic)

对于拓扑空间 X，欧拉示性数 χ 可定义为贝蒂数的交错和，χ = b0 − b1 + b2 − b3...

对于二维拓扑多面体（三角网格），我们有 χ = V −E + F，其中 V,E, F 分别为顶点数、边数、面数。
对于闭合可定向曲面，我们有 χ = 2(1− g)，g 为曲面的亏格。

下面考虑欧拉示性数的应用：
对于闭合流形三角网格，每条边恰好在两个面内，而每个面恰好含三条边，故有 2E = 3F。
进而，χ = V − E + F = V − F/2 = 2(1− g)。
当三角形很多时，右侧可以忽略，故有 F ≈ 2V，类似地有 E ≈ 3V。
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10.2 应用

在图形学中，一些噪音可能会导致物体表面连通性的重大改变，这会给许多图形处理问题带来困难。这
就需要用一些简化手段来处理。此外，表面重建、形状匹配等应用场景，也都和物体的拓扑密切相关。

10.2.1 表面重建

这一节主要讲了 [JZH07] 的思想方法（详见参考文献）。

图 10.1: 主要目标

如图 10.1，我们的目标就是通过提供一个拓扑体模板 (称为 target) 来修正一个拓扑结构有缺陷的原物
体（称为 source）。其中图 (a) 为 source，因为其拓扑结构和经典的回形针不符合（有一部分粘连在一
起），而 (c) 中的紫色部分为 target。而最终我们的算法将（a）变化为了（d）。接下来我们介绍如何进
行这个过程。

首先有一些方法可以把三维空间问题规约到二维空间上，并且将其格点化。所以接下来的讨论我们围
绕一个二维格点网络。

整体思路如图，a 中灰色部分为 source，紫色部分为 target（注意，target 都是 source 的一个子集，且
是认为给定的。）首先我们通过一些方法生成 source 的一个包含 target 的骨架，称为 Fat Skeleton。如
图 b 中红色部分。要求 FS 与 source 是拓扑同构的。然后我们递归地删除 FS 中 target 以外的所有部
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图 10.2: 整体思路

分，在这个过程中同时也编辑 source，保证 source 始终和改变后的 FS 拓扑同构。那么显然，当 FS 的
删除结束时，source 就和 target 同构了，算法也就结束了。

我们在网格上考虑问题，一个物体是一系列元素（点，线，面，体等）的集合，并且要求任何一个元素
的所有子集也包含在这个物体中。比如一个面属于该物体，则面上的所有边也属于物体。我们把这样的
一个物体称为 cell complexes.

10.2.1.1 FS generation

图 10.3: simple removal

定义 10.7 A simple removal from a cell complexes V is the deletion of a pair of elements {δ, σ} ⊂ V

such that D(δ) = D(σ) + 1 and that δ is the only element in V that contains σ.

如图，我们不断进行 simple removal，最终就可以得到任意一个网格体的骨架。而在从 source生成 FS的
过程中，我们要注意不要删除 target的任何部分，那么最后剩下的部分确实就是我们所需要的 FS。（再
次注意，FS 是人为给定的）

10.2.1.2 FS Reduction-Subtraction

首先我们定义 RV,S 就是一个从物体 V 生成对应骨架 S 的过程中的所有 simple removal 的序列，即一
系列 pairs δ, σ, 其中 D(δ) = D(σ) + 1 and δ contains σ。
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定义 10.8 A path associated with an isolated element e ∈ S is any sequence {σ0, δ1, σ1, . . . , δk, σk} ⊆ V

where k ≥ 0 such that σ0 = e and, for all 1 ≤ i ≤ k, {δi, σi} ∈ RV,S and δi contains σi−1.

定义 10.9 The generating set of an isolated element e ∈ S, denoted as WV,S(e), is the union of all
paths associated with e.

简单讲，对应于骨架 S 上元素 e的一个 path就是一个从 V“缩”到元素 e的一条路径，而 generatating
set 就是所有这些路径的并集，也就是 V 中“缩”到骨头 e 上的所有“肉”。

命题 10.10 Let S be an FS of cell complex V and e be an isolated element of S. Then V ′ = V \WV,S(e)

is a cell complex, of which S′ = S\{e} is an FS.

定理 10.10 即是说，删除骨架 S 上的一点 e，同时删除 source 上对应 e 的 generating set，那么删除后
的骨架和删除后的 source 一定拓扑等价。（证明略）

图 10.4: Subtraction

如从图 10.4，删掉 e 的同时保证骨架和 source 的拓扑等价。

10.2.1.3 FS Reduction-Addition

除了删除 source 以外，给 source“填”一部分肉同样可以满足我们要求的拓扑的同构。这里的定义比
较复杂我们省去细节，总的来讲就是, 设 source 为 V，V 的骨架为 S，V 的补集为 V̄（此处不是严格
定义)，骨架为 T。删除 S 中元素 e 的时候我们通过在 T 上找一个对应的元素 f，并把 f 在 V̄ 中的
generating set（记为 ŴV̄ ,T (f)）填补给 V，即可达到 S/e 与 V

∪
ŴV̄ ,T (f) 拓扑同构。如图 10.5.

我们讨论完了 FS reduction以后，整个算法的原理基本完成。接下来就是算法细节如何优化的问题。但
我们要强调其中一点，我们的算法是按照贪心法进行的。即每次进行 FS reduction 的时候，都要选择
代价最小的骨架元素 e。显然，这里我们用删除某一元素对应个最小增/删面积来定义低价，那么一切
都很自然。通过这个贪心法我们就可以得到对原图修改最小的修改路径。
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图 10.5: Addition

10.2.1.4 Contributions

我们的表面重建算法相比于传统算法，有以下优势与贡献

1. 利用深度分层技术，用户可以在 2D 屏幕上方便、快速地设置目标。

2. 用户可以控制整个表面重建过程，使得最终结果更加令人满意。例如传统的算法不能正确地重建
曲别针，而我们的算法能够非常完美地复原曲别针。在某些复杂模型的重建任务中，用户可以自
由地设置目标来保留想要的拓扑性质。

3. 传统算法在表面重建时只支持删除 handles 的重建方法，而我们的算法在 reduction 过程中考虑
了增加与删除两种操作，由此对于原模型的改动还能够包括：添加 handles，生成孔洞，填补孔洞
以及分割模型等多种操作。

10.2.2 Reeb Graph 与形状匹配

在前面学习拓扑的基本概念的时候，我们提到，拓扑不变量是一种非常鲁棒的全局性质，因此我们可以
将拓扑不变量作为形状匹配的标准。比如说，现在有一个物体集合 O，并给定一个匹配目标 s，我们想
找出 O 中与 s 匹配的物体，这时候就可以筛选出 O 中与 s 亏格数相同的物体作为候选。

然而大部分时候仅仅依靠拓扑不变量是不够的，即便是拓扑结构类似的物体在视觉上仍有很大的不同，
比如咖啡杯和甜甜圈。因此我们需要的数据结构不仅仅能刻画出物体的拓扑结构，更需要更进一步，在
一定程度上勾勒出物体的“骨架”。本节介绍的 Reeb Graph 就能够较好地达成我们的目的。

定义 10.11 (reeb graph) 给定一个物体 C 上的连续函数 µ，定义在 µ 下 C 上的等价关系 ∼：

p ∼ q ↔ p, q ∈ µ−1(µ(p))且 p, q 在 µ−1(µ(p)) 的相同连通分量中

Reeb Graph 就是被赋予商拓扑关系的商空间 C/ ∼
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图 10.6: 甜甜圈在高度函数下的 Reeb Graph

我们通过图 10.6来理解这个定义。首先任意一个 Reeb Graph 都伴随着一个连续函数 µ，在这里我们用
的是高度函数。任取一个值 t，µ−1(t) 在原物体上即为一个等值线，在我们的例子中即是甜甜圈上的黑
色等高线。而每一个闭合的等高线圈都对应于 Reeb Graph 中的一个点。注意到，在甜甜圈的中部，同
一函数值的区域被划分为两个连通分量，这两个连通分量在 Reeb Graph 中分别对应一个点 Figure 中
Reeb Graph 的中端）。然而仅仅是这样定义的商空间还需要商拓扑关系来确保商空间中元素的连续性，
可以理解为在原物体中局部的连续性要在 Reeb Graph 中保留。

注意到 µ 函数的连续性在图形学应用中并不是严格要求的。原因在于我们往往得到的是三角形网格化
的物体，这些离散的三角形网格上的任意赋值都可以被连续函数拟合，因此即便采用了不连续的 µ（如
随机赋值）往往也不会影响实际的应用。

10.2.2.1 Multiresolutional Reeb Graph

Reeb Graph 很好地刻画了物体的” 骨架”，但仍然难以在实际问题中使用。本小节将给出一个 Reeb
Graph 的变种 Multiresolutional Reeb Graph（MRG）。

直接构造 Reeb Graph，难点在于 Reeb Graph 本身的连续性，但凡涉及连续的问题，直接处理是比较
棘手的。当然，连续的问题也有比较通用的解决方法，即将其分为 ∆µ(p) 极小的一些小片段，每一片
段认为有相同的函数值。

图 10.7即有三种不同分辨率的 MRG。在（a）中，我们认为这一整个图片的所有点都有相同的函数值
（取区间顶部或底部均可），在这一个函数值中只有 1 个连通分量，因此对应的图只有一个结点。而在
（b）中，区间划分的精细程度加倍，原图被分成了两段，可以看到此时 r1 部分有两个连通分量，对应
与（b）中 n1 与 n2。MRG 有三个比较重要的性质：

1. 相邻分辨率级别的结点有父子关系。
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图 10.7: 有三种分辨率的 MRG

例如（b）中的 n2，实际上对应于（c）中的 n5, n6, n7，可以将 n2 视为 n5, n6, n7 的父结点。

2. 不停地进行更精细的切分，MRG 会“收敛”到原图真正的 Reeb Graph。

3. 更精细的分辨率级别的 Reeb Graph 包含了相对粗糙的分辨率级别的 Reeb Graph 的全部信息。

MRG 通过切分来逼近真正的 Reeb Graph，并且保留了切分过程中所有分辨率下的 Reeb Graph（根据
性质 1 可用树结构存储）。之所以保留低精细程度的 Reeb Graph，是为了在之后的拓扑匹配过程中先
看节点较少的粗糙的 Reeb Graph 能否匹配上，如此可以增加匹配效率。

10.2.2.2 拓扑匹配的函数选取

图 10.8: 旋转到不同位置时，该物体在高度函数下的 Reeb Graph 大不相同
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首先我们要讨论的是函数 µ 的选取。以高度函数为例，图 10.8中两种方向分别作为垂直方向时，这个
物体画出的 Reeb Graph 是不相同的。这意味着高度函数是无法消除旋转的影响的。这里我们选取了一
个点到表面上所有点的测地距离的积分来作为我们的 µ 函数：

µ(v) =

∫
p∈S

g(v, p)dS

其中 g 为两点的测地距离。

若我们希望物体的简单放缩不影响匹配结果，可以进行标准化处理：

µn(v) =
µ(v)−minp∈Sµ(p)

maxp∈Sµ(p)

可以看到，这个函数显然是仅仅依赖物体表面而不依赖坐标的，且物体表面简单的翻折也不影响这个
函数值。越靠近中心的点函数值越小。

在网格上的测地距离积分可以用选取一些基点以后将每个基点代表的面积乘以通过最短路算法得到的
表面最短距离代替。其中可以使用 resample 或添加 shortcut 的方法来增加精确度。

值得注意的是，Reeb Graph 的函数是根据我们的任务而定的。上述函数只是一个较有启发性的在拓扑
匹配中比较常用的经典函数，而在其他应用中完全可以选择其他函数。事实上，即便是拓扑匹配，也不
一定是这个函数，比如我们的匹配对象如果是一些形象各异的假山，那此时用高度函数更合理（假山是
不能转来转去的）。

10.2.2.3 拓扑匹配的算法

此部分略去了相当的细节，原因在于实际上最终实现的 Topology Matching 的算法并没有想象中的优
美，并充斥了许多弥补缺陷的细节，这一小节以理解匹配的思想为主。

首先是构建物体的 MRG。我们定义几个接下来要用到的概念：

1. R-node：MRG 上的结点

2. R-edge：MRG 上结点之间连的边。

3. T-set：每个 R-node 对应的三角形集合。

4. µn-range：每个结点对应的 µ 函数的范围。

根据我们之前对 MRG 的描述，构造的过程就很显而易见了。给定我需要的最精细的分辨率 ϵ，根据这
个分辨率对三角形网格进行划分进 K 个切片中，若有三角形横跨两个切变，则对这个三角形进行切割。

划分之后得到的每个 T-set 都看作是图上的 R-node，再根据两个 T-sets 中的三角形是否有相同的边来
添上 R-edge，得到最精细的 Reeb Graph 后再通过合并结点得到粗糙的 Reeb Graph。
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图 10.9: 点对匹配的图示

当我们得到两个物体的 MRG 时，我们是这样评判两个物体的相似度的：通过一定的标准，选取两个
MRG 上匹配的结点对，并构成集合 V，每个结点 m 根据其对应的 T-set 有一个特征值 m，然后计算
选取出的每个点对的相似度并求和，用公式表示是：

SIM(R,S) =
∑

(n,m) in V

sim(n,m), V = {(ni,mi)|ni ∈ R,mi ∈ S}

点对的选取过程是这样的：

1. 将两个物体最粗糙的 R-node 放入各自的候选匹配列表 NLIST 中。

2. 在 NLIST 中，找到匹配的结点。匹配的要求是：第一，它们有相同的 µn-range，并且他们的父结
点匹配（父子关系参见 10.2.2.1 性质 1）；第二，它们的 MLIST 相同，MLIST 为在同分辨率下，
自该结点向上下扩展得到包含其他 µn-range 结点的链状结构。

3. 得到匹配点对 (m,n)后，计算 sim(m,n，并将这两点移去，同时加入这两点对应的子结点到 NLIST
中。

4. 重复 2、3，直到得不到更多的匹配结点。

由此我们通过 MRG 得到了两个物体的相似度。如何更进一步的根据相似度进行匹配，以及 sim 函数
具体是如何的等等，这里略去不做描述，因为这些东西更似经验与实验之下的产物，有兴趣的同学可以
看论文原文。
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10.2.2.4 MRG 的问题

我们知道，MRG通过切分的方法不断逼近真正的 Reeb Graph。这种方法合理但有弊端。比如图 10.10中，
左边甜甜圈的内部仅仅比右边甜甜圈的内部小了一点点，但在某个分辨率下得到了完全不同的 Reeb
Graph。这之中蕴含了两个问题：第一，在我们的匹配算法中，我们是从粗糙到精细地进行匹配。当这

图 10.10: 相似的甜甜圈却有不同的 Reeb Graph

样的情况发生在了较粗糙的分辨率级别下，我们的算法会在很早的阶段就给出了负面的结果，导致最
终匹配失败。

第二，物体模型中的噪音使得这样的情况在精细的分辨率下是难以避免的。过高的分辨率（比如，三角
形网格的最短边）似乎能解决这个问题，但这样得到的 Reeb Graph 又失去了抽出骨架的本意。

上述两个问题的解决方案留待大家思考。
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