
前沿计算研究实践（II） 2019 年春季

专题 1：解析⼏何
教授：陈宝权 作者：黄致焕

免责声明：该笔记尚未进⾏正式出版物的通常审查，未经教师允许不能向课程外分发。

1.1 解析方法

1.1.1 点和向量

定义 1.1 点

点指定空间中的位置。我们用粗体字母表示点：p，q 等。

定义 1.2 向量

向量指定⽅向和⼤小，如速度。它们在空间中没有特定的位置。我们也用粗体字母表示向量：v，w 等。

定义 1.3 向量和点之间的运算

将向量 v 和点 p 相加会产⽣另⼀个点 q，这是点 p 在向量 v 的⽅向上移动向量 v ⼤小距离的结果。

定义 1.4 两个向量之间的运算

我们可以将两个向量加起来，结果是另⼀个向量。向量加法是通过著名的平⾏四边形规则定义的。我们

也可以利用向量取反操作来计算向量减法。

v − w = v + (−w)

定义 1.5 两个点之间的运算

我们可以将两个点相减，q - p 的结果是⼀个向量。这个向量的⼤小是两点之间的距离，其⽅向是从点
p 到点 q。

注意：点之间的加法没有被定义！由于点是位置，因此将他们相加没有意义。

1.1.2 点积

定义 1.6 点积
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向量点积的定义如下。给定两个向量 v 和 w 以及两个向量之间的角度 θ,

⟨v,w⟩ = ∥v∥ · ∥w∥ · cos θ

定理 1.7 投影

定义 l 表示向量 w 向向量 v 投影的长度。我们有 cos θ = l
∥w∥ , 可以推出

l =
⟨v,w⟩
∥w∥

定理 1.8 二维中的垂直

在⼆维中，有⼀个有用的性质。如果 ⟨v,w⟩ = 0, 那么这两个向量是垂直的。

此外，我们可以计算向量 v = (xv, yv) 的垂直向量，有 v⊥ = (−yv, xv)。

1.1.3 直线的表示形式

定义 1.9 直线的表示形式

⼀条直线可以被表示为 l(t) = p = p0 + tv 的形式, 这条直线的源点为 p0, 其中 t = 0; 其中参数值为任
意实数，即 t ∈ (−∞,∞)。当我们讨论射线⽽不是直线时，则有 t > 0。

定理 1.10 点和直线之间的距离

我们可以得到点 q 和直线 l(t) = p0 + tv 之间的距离。

首先我们在直线 l 上找到点 q′ 满⾜ q−q′ 垂直于向量 v, 并且点 q 和直线 l 之间有 dist(q, l) = ∥q′−q∥

让我们用点积形式表示它：

⟨q − q′, v⟩ = 0

⟨q − p0 + tv, v⟩ = 0

⟨q − p0, v⟩ − t⟨v, v⟩ = 0

可以解出 t 的值:

t =
⟨q − p0, v⟩

∥v∥

现在我们可以应用毕达哥拉斯公式来得到

dist2(q, l) = ∥q − p0∥2 − t2
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定理 1.11 点和平面之间的距离

首先给定⼀个法向量为 n 的平面 Π 。

给定⼀个点 q, 它到平面的距离为 ∥q′ − q∥, 其中点 q’ 是点 q 沿法向量 n 向平面的投影。

因为向量 q’ - q 和向量 n 平⾏, 所以 q′ = q + αn, 其中 α ∈ R

任取平面 Π 上的点 p0 , 有
⟨q′ − p0,n⟩ = 0

替换 q’ 我们可以得到

⟨q + αn − p0,n⟩ = 0

⟨q − p0, n⟩+ α⟨n, n⟩ = 0

α =
⟨p0 − q, n⟩

∥n∥2

因此有

dist2(q,Π) = ∥q′ − q∥2 = α2∥n∥2 = ⟨q − p0,n⟩2
∥n∥2

定理 1.12 三维中两条直线之间的距离

令 l1 和 l2 是三维中给定的两条直线:

l1(s) = p1 + su

l2(t) = p2 + tv

令两条直线之间的距离为直线 l1 上的点 q1 和直线 l2 上的点 q2 之间的距离。所以有 (q1 − q2)⊥u 并
且 (q1 − q2)⊥v。我们可以用参数 s 和 t 来表示点 q1 和点 q2:

q1 = l1(s) = p1 + su

q2 = l2(s) = p2 + tv

向量 q1 − q2 垂直于向量 u 和向量 v:

⟨p1 − p2 + su − tv,u⟩ = 0

⟨p1 − p2 + su − tv, v⟩ = 0

得到:

⟨p1 − p2,u⟩+ s∥u∥2 − t⟨v,u⟩ = 0

⟨p1 − p2, v⟩ − t∥v∥2 + s⟨v,u⟩ = 0
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因此, 我们得到了两个⽅程和两个变量，可以解出 s̃ 和 t̃ 的值:

s̃ =
β⟨w, v⟩ − ∥v∥2⟨w,u⟩

∥u∥2∥v∥2 − β2

t̃ =
∥u∥2⟨w, v⟩ − β⟨w,u⟩

∥u∥2∥v∥2 − β2

其中 β = ⟨v,u⟩ ，w = p1 − p2。最后，我们得到

dist(l1, l2) = ∥l1(s̃)− l2(t̃)∥

1.1.4 叉积

定义 1.13 叉积

向量 a 和 b 的叉积为
a × b = ∥a∥∥b∥ sinαn̂

其中 n̂ 是⼀个单位向量，垂直于包含向量 a 和向量 b 的平面, 并且 sinα 是向量 a 和向量 b 较小夹角
的正弦值 (0 ≤ α ≤ 2π).

注意: 两个向量的叉积结果为⼀个向量!

向量 a × b 可以由⾏列式计算:

a × b = det


î ĵ k̂
a1 a2 a3

b1 b2 b3


其中 î, ĵ 和 k̂ 是形成正交右⼿坐标系的单位向量, 并且 a = a1î+a2ĵ+a3k̂ = (a1, a2, a3),b = b1î+ b2ĵ+
b3k̂ = (b1, b2, b3)

定理 1.14 通过三个非共线点定义平面

我们可以通过三个非共线点 p1,p2,p3 来定义⼀个平面。⽅差为 ax+ by + cz + d = 0 的平面有法向量

(a
d
, b
d
, c
d
). 法向量的⽅向等于叉积 (p1 − p2)× (p1 − p3) 的结果, 并且 d 的值可以通过将其中⼀个点的值

插⼊平面⽅程来确定。

定理 1.15 平面的线性变换

给定变换 T 和平面 ax+ by + cz + d = 0。我们可以计算平面变换后的⽅程。

⼀个简单的想法是重新计算点 T (p1), T (p2) 和 T (p3) 构成的平面。
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我们令 a = (a, b, c, d) ，x = (x, y, z, 1), 那么我们有 a⊤x = 0。变换后的平面有 a′ = (a′, b′, c′, d′) 并且

满⾜ a′⊤Tx = 0。我们可以将 a⊤x = 0 写成

a⊤T−1Tx = 0

我们得到

a′⊤ = a⊤T−1

或

a′ = T−⊤a
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