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2.1 线性空间

2.1.1 基础

在这⼈我们先介绍⼀些基本的概念：线性空间和线性⼦空间以及线性⽆关的概念。

定义 2.1 线性空间

在域 F 上的线性空间是⼀个集合 V , 上面有加法运算 + : V × V → V 和数乘运算 · : F × V → V，满

⾜以下性质：

1. V 在 + 下构成阿贝尔群。

2. 点积和 F 上加法可以互换: a · (b · u) = (ab) · u

3. 点积的单位元: 1v = v, 1 是 F 乘法单位元。

4. 对向量的分配律: a(u + v) = au + av

5. 对 F 上加法的分配律: (a+ b)u = au + bu

定义 2.2 线性子空间

若 V 是⼀个线性空间, 称 W ⊆ V 为 V 的子空间当以下条件被满⾜：

1. ∀u, v ∈ W,u + v ∈ W

2. ∀u ∈ W,a ∈ F, au ∈ W

在图形学中常常被⽤到的 xy 平⾯和 xyz 三维空间都是线性空间的简单例⼦。在 R2 中过原点的⼀条直

线是 R2 的⼦空间，或者都在 R3 中过原点的平⾯是 R3 的⼦空间。
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定义 2.3 线性无关

向量 {v1, v2, . . . , vk} 被称为线性无关当且仅当 α1v1 + α2v2 + · · · , αkvk = 0 ⇔ αi = 0 ∀i

考虑⼀个线性⽆关的集合 {v1,v2, . . . ,vk}. 根据定义，线性⽆关意味着 0只能被这个集合唯⼀表出。更
⼀般的，我们可以证明如果 w 可以被这个集合表出，那么表出⽅式⼀定是唯⼀的。另外，我们可以证
∀i,vi 不能被这个集合中其他向量表⽰出来。

我们可以进⼀步定义 Span(v1,v2, . . . ,vk) 表⽰所有能被 {v1,v2, . . . ,vk} 表出的向量集合，它是全空
间的⼀个⼦空间。

利⽤线性⽆关的概念，我们可以定义基，维度和坐标。

定义 2.4 基，维度和坐标

线性空间 V 的⼀组基B 是指 V 中的极⼤线性⽆关集合。（极⼤的意思说是说不存在严格包含 V 的线

性⽆关组。）

线性空间 V 的维度就是基集合的⼤小。（可以证明所有基集合⼤小相同。）

⼀个向量 w ∈ V 在基 B = {v1, v2, . . . , vk} 下坐标是⼀组有序的系数 (α1, α2, . . . , αk) , 满⾜ w =

α1v1 + α2v2 + · · · , αkvk.(这个系数是唯⼀的)

对于基这个概念，⼀个简单的例⼦就是在 R3 中的三个向量 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)，这个基被叫做标

准基。当然，⼀些线性空间和基底的组成可能有些不太⼀样。⽐如，⼀个 N ×M 的灰度图可以描述成

Rnm 中的⼀个向量，我们把每个像素的灰度作为他的坐标。这个坐标对应了 Rnm 中的标准基。

2.1.2 内积

线性空间可以被赋予内积。有了内积，我们可以定义更多的东西，⽐如正交的概念。

定义 2.5 内积, 正交, 正交基

两个向量的 v 和 w，假设他们的坐标分别是 vi 和 wi，它们的内积, 写成 ⟨v, w⟩，定义为：

⟨v, w⟩ =
n∑

i=1

viwi

两个向量被称作正交当且仅当它们的内积是 0.

⼀组基 {v1, v2, . . . , vk} 被叫做正交基当它们满⾜ ∀i, j, i ̸= j, ⟨vi, vj⟩ = 0，它们被叫做标准正交基如果

∀i, ⟨vi, vi⟩ = 1 也成立。
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在 Rn 中，如果我们取标准基，那么正交和⼏何上的垂直是等价的。

使⽤标准正交基可以简化基地计算。⼀般地，如果我们要计算⼀个向量的基底，我们需要解⼀个线性⽅

程组，但是在标准正交基的前提下，这个过程可以被简化。

具体地，如果 w ∈ V 可以被表⽰成 w = α1v1+α2v2+ · · · , αkvk. 那么 ⟨w,vt⟩ =
∑k

i=1 αi⟨vi,vt⟩ = αt.
于是 w =

∑k
i=1 ⟨w,vi⟩vi. 因此坐标只需要点积就可以算了，就不⽤解线性⽅程组了。

2.1.3 模

向量是⼀组数，但是⼀些对单个数字很直接的概念对向量⽽⾔可能并不这么直接。⽐如说⼀个数字的

⼤⼩，我们可以直接定义做他的绝对值。但是⼀个向量的⼤⼩却不好说。着引⼊模长的概念，他是这么

定义的：

定义 2.6 模

⼀个向量 u 的模是⼀个数字, 用 ||u|| 表示，满⾜以下性质：

1. ||u|| ≥ 0, 同时 ||u|| = 0 当且仅当 u = 0.

2. 对于每个 α,u, ||αu|| = |α|||u||.

3. 三角不等式:||u + v|| ≤ ||u||+ ||v||

经常使⽤的模长有：lp-模长:||u||p = (
∑k

i=1 |ui|p)1/p, 当 p = 2, 它变成了欧⼏⾥得模长: ||u||2 =√∑k
i=1 u

2
i . 取 p → +∞, 我们可以得到 l∞-模长: ||u||∞ = maxk

i=1 |ui|.

2.2 线性算子和矩阵

2.2.1 基础

线性算⼦在⼏何操作中⼗分有⽤。旋转和放缩都可以写成线性算⼦的形式。线性算⼦这么定义：

定义 2.7 线性算子

线性算子 A 是⼀个函数把线性空间 V 中的元素映射到另⼀个线性空间 W 中，满⾜如下性质：

1. A(u + v) = Au +Av

2. A(αu) = αAu



2-4 专题 2：线性代数

如果⼀个线性空间维度有限，我们取⼀组基 {v1,v2, . . . ,vk}，那么 ∀w ∈ V，满⾜ w = α1v1 + α2v2 +

· · · , αkvk，那么 Aw =
∑k

i=1 αiAvi。因此我们可以根据基的像来唯⼀确定⼀个线性算⼦。此外，如

果我们在 W 中取⼀组基 {p1,p2, . . . ,pm} ：并将基的像表⽰成：Avi =
∑m

j=1 Aijpj，于是 Aw −∑m
i=1(

∑k
j=1 Aijαj)pj。⽤矩阵写出来，就是说 A 把⼀个坐标为 α 的点映射到了坐标为 Aα 的点。

2.2.2 矩阵

我们在这介绍⼀些与矩阵有关的概念。

定义 2.8 转置

矩阵 A = {aij}n×m 的转置，用 AT 表示。是⼀个 m×n 矩阵, 把⾏变成列，把列变成⾏, i.e., aij 7→ aji

我们可以⽤转置来描述两个向量 v 和 w 之间的点积: ⟨v,w⟩ = vTw

定义 2.9 奇异/非奇异矩阵, 逆矩阵

⽅阵 A 被称为非奇异矩阵若存在⼀个⽅阵 B 满⾜ AB = BA = I, 否则我们称 A 是奇异矩阵.

如果 A 非奇异, 那么 B 被叫做 A 的逆矩阵，写成 A−1.

显然如果 A ⾮奇异 ⇔ detA ̸= 0 ⇔ A 的⾏线性⽆关和 A 的列线性⽆关。奇异这个概念和线性⽅程组

的解有关系，如果 A ⾮奇异，那么线性⽅程组 Ax = b 要么⽆解，要么解唯⼀。否则，该⽅程组要么

⽆解要么有⽆穷多解。另外，Ax = 0 的解构成了⼀个⼦空间，被称为 A 的零空间。

定义 2.10 特征值与特征向量

向量 v ̸= 0 被称为 A 的特征向量如果 Av = λv, 同时 λ 被叫做 v 的特征值.

⼀个特征向量形成了⼀个在 A 变换下保持不变的轴. 具有相同特征值的特征向量形成了⼀个⼦空间:
若 Av = λv，Aw = λw, 那么 A(v + w) = λ(v + w).

怎么找到所有特征项向量？考虑若 Av = λv ⇔ (A − λI)v = 0 有⾮零解, 等价于 (A − λI) 奇异, 因
此 det(A− λI) = 0, 因此所有特征值是关于 λ 的多项式 det(A− λI) 的解集. 这个多项式被叫做 A 的

特征多项式

矩阵 A 的所有特征值被叫做 A 的 谱。在计算机图形学中有很多根据谱进⾏分析的算法。

定义 2.11 可对角化的矩阵 矩阵 A 称作可对角化当且仅当它由 n 个线性⽆关的特征向量。

如果 A 可对⾓化，他的特征向量可以形成全空间的⼀组基 B。如果我们⽤这个基底去看待变换 A 的

话，我们发现 A 不过是在每个轴上⾯做放缩罢了。
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定义 2.12 正交矩阵

矩阵 A 被叫做正交矩阵如果 AAT = ATA = I.

如果 A 是正交矩阵, 那么 A 的⾏和列都形成了全空间的⼀组标准正交基。另外，A 这个变换保持内积

不变：⟨Av, Aw⟩ = (Av)T (Aw) = vTATAw = vTw = ⟨v,w⟩。同时，||Av||2 = ||v||2.

在 R3 中, 每个正交矩阵要么对应着绕⼀个轴的旋转，要么对应着对⼀个平⾯的反射。

定义 2.13 对称矩阵

矩阵 A 被叫做对称矩阵如果 A = AT。

定义 2.14 正规矩阵

矩阵 A 被叫做正规矩阵如果 AAT = ATA,

如果 A 对称, 那么 A 有 n 个线性⽆关且两两正交的单位特征向量，它们形成了 V 的⼀组基. 因此变
换 A 可以在⼏何上被描述成：先进⾏⼀系列旋转和翻转，然后对每个分量放缩，最后根据前⾯的变换

⼀⼀作逆变换变回来。

正规矩阵是对称矩阵的推⼴. 可以证明正规的 n× n 矩阵在 C 上可对⾓化。

对于不可对⾓化的矩阵，单单是特征值和特征向量不够描述这个变换，在第 4 章我们利⽤ SVD 可以给
出对于⼀般的线性变换的⾏为。

2.3 齐次坐标

平移不是线性变换，因为它不把 0 映射到 0。但是我们可以简单的修改坐标让他变成线性变换。这个
技术在图形学中被⼴泛使⽤，叫做齐次坐标。

齐次坐标把 Rn 中的⼀个点映射到 Rn+1。为了描述这个做法，我们举 n = 2 的例⼦。我们把 (x, y) 映

射到 (x, y, C), C 是⼀个常数，为了⽅便我们取 C = 1, 然后我们在 (x, y, C) 坐标系下⾯作变换. 最后
我们做变换 (x, y, z) 7→ (x/z, y/z) 把点变换回来。

考虑 R2 中的平移变换, 我们把 (x, y, 1) 映射到 (x + a, y + b, 1). 这是线性变换，因为它可以被下⾯这
个矩阵描述： 

1 0 a

0 1 b

0 0 1


从本质上来讲，我们并没有考虑整个 R3 空间, ⽽是考虑了它在等价关系: (x, y, z) ∼ (tx, ty, tz) 下⾯的

所有等价类。另外，每⼀个在仿射变换 Rn 保持了在 Rn+1 中的 C = 1 平⾯（如果我们考虑齐次坐标）。
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